Ograniczenie gorne wspotczynnika aproksymacii
odpornego na manipulacje mechanizmu
lokalizacyjnego na grafach z cyklem



Problem lokalizacyjny na przyktadzie

Grupa znajomych (A)dam, (B)artek, (C)zesiek, ... (agenci) mieszkajacy przy jednej
ulicy (graf) kupili razem motor. Zastanawiajg sie gdzie powinni go parkowac tak, aby
sumarycznie razem mieli do niego jak najblizej (problem lokalizacyjny).




Najprostszy przypadek

Chtopcy mieszkajg przy jednej prostej drodze.

Rozwigzanie: Parkowanie motoru przy mieszkaniu ktorego lokalizacja jest mediang
pozostatych (proste zadanie, ze to minimalizuje sume odlegtosci).



Chytrosc¢ nie poptaca (odpornos¢ na manipulacje)

e zatozenie niewiedzy o wzajemnych lokalizacjach jest troche naciggane
e agent, ktorego miejsce jest mediang, ma juz najlepszy mozliwy dla siebie rezultat

e pozostali agenci moga co najwyzej pogorszyC swoj wynik, przesuwajac mediane

dalej od swoje] prawdziwej lokalizacji




Osiedle rondowe

e brak mediany

e koszt powigzany z kazdym
miejscem

e punkt na przeciwko

najdtuzszego tuku generuje
najmniejszy koszt




Chytrosc¢ poptaca :(

Przyktad na obrazku

e tradeoff miedzy optymalnoscig a
odpornoscig na manipulacje

e definicja wspotczynnika
aproksymacji - czyli jak dobrze
sobie radzimy



Dyktatura na ratunek

e ustalamy jednego agenta i zawsze wybieramy jego propozycje

trywialnie odporny na manipulacje

moze skutkowacC wyborem skrajnie nieefektywnego miejsca

e nieuczciwy?

w aktualnym modelu to najlepsze co mozemy miec (literatura)



Losowa dyktatura
(RD) na ratunek

e losowo ustalamy agenta po
gtosowaniu | wybieramy

zaproponowane przez niego \/
miejsce

e trywialnie odporny na
manipulacje (loteria)

e dziata lepiej (skupiska majg
wiekszg szanse wyboru)



Gars¢ oznaczen

o (G zbior wierzchotkéw grafu
o IV zbi6r agentdéw o mocy 1
o G™ zbidr mozliwych standéw $wiata (preferencji agentéw odnosnie lokalizacji)

e x € G" dowolny stan $wiata, y € GG wierzchotek generujgcy najmniejszy koszt

SC, (l) funkcja obliczajgca koszt spoteczny (sume odlegtosci powiazana z loteria [)

OPT = sc;(y) - najmniejszy koszt

rd funkcja obliczajgca loterie wierzchotkéw zgodnie z mechanizmem RD



Zty przypadek dla RD

wspotczynnik aproksymaciji oszacowany od dotu przez 2 — 2/n

dla dowolnego grafu z dwoma réznymi lokacjami a, b odlegtymi o d ustalmy stan
Swiata x, w ktérym 1 agent preferuje a, a pozostatych n — 1 preferuje b

e sc(a) = (n—1)d, sc,(b) =d
minimalny koszt generuje wybranie b (OPT = d)

e koszt rd:

sc, (rd(x)) = sc, (ia—|— n_lb) :2n_1d: (Z—E)OPT

n n n n
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Ograniczenie gorne dla RD

Na podstawie artykutu:

sc(rd(zx)) = Z Zd Ti, ;) (<i) % Z (d(zi,y) + d(y, z;))

1€EN ]EN ieN,jeN\{i}

- % ((n — 1)d(zi,y) + (OPT — d(y,z:))) = OPT + ”;2 > d(zi,y)

~ (2 2)orr
n

(1) - z nierébwnosci trojkata
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https://arxiv.org/pdf/0907.2049.pdf

Czy mozna lepiej?

e znane ograniczenia dolne na wspotczynnik aproksymaciji w klasie mechanizmow
odpornych na manipulacje: 1 (w niektérych przypadkach wiemy wiecej - artykut)

e ograniczenie gorne wynikajace z pokazanego wczesniej mechanizmu: 2 — % (dla
n — 00 to 2)

e CO pomiedzy? (moja praca magisterska)

12


https://arxiv.org/abs/1902.08070

Mechanizm PCD

e definicja dla nieparzystej liczby agentow

e rozcinamy cykl po srodku losowej krawedzi (z rownym prawdopodobienstwem) i
wybieramy mediane zgtoszen (wedle naturalnego porzadku na powstatym
odcinku)

e "trywialnie” odporny na manipulacje
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Zty przypadek PCD

e 0znaczenia jak na obrazku

Wk
clzkaz—F%—
co = k(% — )
CngCI}—I—%
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Poréwnanie wynikow

Intuicja lepszosci PCD od RD przez

obrazek.

Metoda

OPT
RD
PCD
BEST

Wspotczynnik
aproksymacji

1

~ 1.19
1.125
< 1.04

SP
Nie
Tak

Tak
Tak

15



Ograniczenie gorne PCD (plan dowodu)

podziat stanow Swiata na przypadki rozrozniajgce PCD
klasyfikacja przypadkow realizowalnych

rozpatrzenie dominujgcych PCD przypadkow

> W e

pozbycie sie wierzchotkow nieistotnych (lemat o nieoptymalnosci i niepopularnosci
wierzchotkow nieistotnych)

5. oszacowanie gorne wspotczynnika aproksymacji w PCD przypadku z uzyciem
programowania liniowego

6. globalne szacowanie
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Ograniczenie gorne PCD (przez obrazki)

l (1,2)| (3,4,5,6)
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Anatomia PCD przypadku

e grupowanie agentow ze wzgledu na
wybrany wierzchotek (ze wzgledu
na anonimowos¢ stan Swiata
mozna reprezentowac funkcjg
popularnosci)

e przypadek PCD -

przyporzadkowanie krawedzi grafu
jego wierzchotkom
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Anatomia PCD przypadku kontynuacja

e wierzchotki przypisane krawedziom nie moga sie przeplatac

e grupujac po przypisanych wierzchotkach PCD przypadek jest funkcjg
roznowartosciowg z parami roztgcznych spojnych podzbiorow krawedzi (tukow) w
wierzchoiki

e przeciwdziedzine PCD przypadku nazwiemy wierzchotkami istotnymi
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Charakteryzacja realizowalnych PCD przypadkow

e przypisywane tuki (dziedzina PCD przypadku) koncza sie w wierzchotkach
Istotnych

e wierzchotki istothe majg przypisane tuki na przeciwko (ze wzgledu na liczbe
wierzchotkdw istotnych)

e inne spojrzenie - ustalamy nieparzyscie wiele wierzchotkow istotnych i kazdemu
odpowiada tuk miedzy przeciwnymi wierzchotkami istotnymi
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PCD przypadek dominujacy

e wszystkie krawedzie sg przypisane jednemu wierzchotkowi v
e U ma przypisang sasiadujaca krawedz =- v ma popularnosé > 0.9
e v jest wierzchotkiem generujgcym najmniejszy koszt

e PCD ma wspoétczynnik aproksymacji 1 (zawsze wybiera optymalny wierzchotek)
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Lemat o nieoptymalnosci (punktow nieistotnych)

» dla kazdego nieistotnego wierzchotka v, ktérys z jego istotnych sgsiadow (v, ve)
generuje nie wiekszy koszt

e O0znhaczmy przez v, wierzchotek, ktoremu w danym PCD przypadku przypisany jest
tuk (v, ve)

e "przesuwanie sie" na kole od v w strone v,, (po krotszym tuku) zbliza nas do Scisle
wiecej niz potowy agentow, wiec zmniejsza koszt

22



Lemat o niepopularnosci (punktow nieistotnych)

e istniejg "zte" stany Swiata, w ktorych punkty nieistotne majg zerowa popularnosc

e popularnosSc punktow nieistotnych mozemy przeniesc na istotnych sasiadow nie
zmniejszajac wspotczynnika aproksymacji
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Szacowanie wspotczynnika aproksymacii
realizowalnego PCD przypadku z uzyciem LFP

e dla dowolnego wyboru wierzchotka generujgcego optymalny koszt

funkcja liniowa popularnos ci
funkcja liniowa popularnos ci

e funkcja celu jest postaci
e Ograniczenia sg nierownosciami liniowymi:
o koszt powigzany z wierzchotkiem jest minimalny

o sumaryczne popularnosci tukow sg ograniczone (tak by realizowac¢ zadany
przypadek)

o popularnosci sumag sie do liczby agentow

e niektore nierownosci trzeba "stepic"
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Przyktadowy model LFP

zmienne: mg, M1, ..., M7

sc(ped(x))
sc(opt(x))

normalizacja popularnosci:
mo+mi+...+m7;=1

cel: minimalizacja

minimalnosc¢ kosztu powiazanego z o . <
. . bOWIA ’ woap Mmgdp P

wierzchotkiem 0: V;co < ¢;

(kazdy koszt ¢; jest wielkoscia liniowg zmiennych myg, ..., m7)

ograniczenia dolne popularnosci tukéw np.: mg + m1 + mo > 0.5

ograniczenia gorne popularnosci tukéw np.: mq1 + mo + msg + my4 + my < 0.5
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Redukcja do LP

e transformacja Charnes'a Cooper'a

nowa funkcja celu
nowa zmienna
nowe ograniczenia

dodatkowo rezygnujemy z czesci ograniczen
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Przykladowy model po uproszczeniach

e Zmienne: mg, M1i,...,M7,t

e cel: minimalizacja sc,(pcd(x)) =
2mo+3mi+4mo+5ms+6my+5ms+4me+3my
16

e normalizacja popularnosci:
mo+mi+...+my; =1t

e ograniczenia dolne popularnosci tukow:
t
°cmo+mi+mg > 5

o My + m3 + myg + ms +mg > &

Omo+m6+m7Z%

e ograniczenie mianownika: sc, (opt(m)) =

mi+2mo+3msz+4my+3ms+2me+my —1

8
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Maksimum modelu

e maksimum jest realizowane w konfiguracjach spetniajgcych mozliwie duzo
ograniczen w sposoOb rownosciowy

* nie istnieje konfiguracja spetniajgca rownosciowo wszystkie ograniczenia

e istniejg konfiguracje spetniajgce rownosciowo wszystkie ograniczenia bez
dowolnego jednego

e maksimum funkcji celu jest realizowane w konfiguracjach z popularnoscig
roztozong po rowno miedzy dwa wierzchotki istotne
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Globalne szacowanie

"zte" stany Swiata maja dwa wierzchotki istotne z popularnoscia 0.5

niech [ oznacza krétszy tuk miedzy owymi wierzchotkami, a d jego dtugosé

wierzchotki nalezace do [ generuja koszt % (bod < 0.5)

wierzchotki nalezace do [ maja przypisane prawdopodobieristwo ze wszystkich
krawedzi nie nalezacych do [ (przynajmniej 1 — d)

wierzchotki spoza [ maja koszt nie wiekszy niz 1;2‘1 > %

koszt powigzany z PCD jest nie wiekszy niz:

d —d
(1-d)§ +5°d

4
2

=2 —2d
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Whnioski

o wsp6tczynnik aproksymacji PCD na kole jest ograniczony z gory przez 2 — %
gdzie k to liczba wierzchotkéw, dla dowolnej nieparzystej liczby agentéw
(najmniejsza mozliwa diugosc tuku to %)

e przegladajgc uwaznie powyzszy dowdd mozemy wywnioskowac jakie stany Swiata
(PCD przypadki) sg zte dla PCD. Odpowiadajg one mniej wiecej temu
przedstawionemu wczesniej jako zty przypadek
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Co dalej?

e PCD dla parzystej liczby
agentow

e twierdzenie o mieszaniu PCD z
RD

e jeszcze bardziej obiecujace
wyniki eksperymentalne
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Koniec
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Postowie

e przemyslenia o szukaniu tematu pracy

e 0d zaplecza o pracy nad magisterkg
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Wspotczynnik aproksymacji dla V=15
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Wspotczynnik aproksymacji (RD zmieszane mechanizmy) dla V=15
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Approximation ratio of rd-mixed dbl

Approximation ratio of rd-mixed dbl for changing exponent
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Approximation ratio for changing mix between pcd and rd
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Approximation ratio

Approximation ratio for changing mix between pcd and rd
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