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Indukowana miara centralnosci



Czym jest indukowana miara centralnosci?

- idea konstrukgji
1. wybrac ceche (niezmiennik) grafu
2. usuwac wierzchotki i mierzy¢ zmiany w wartosci niezmiennika grafu
+ mozliwos¢ dostosowania miary cetralnosci do konkretnych
potrzeb
- tatwo rozszerzenie do przypadku centralnosci krawedziowych
poprzez mierzenie wptywu usuniecia krawedzi
- tatwo rozszerzenie do przypadku centralnosci grupowych
poprzez usuwanie zbiorow wierzchotkow lub krawedzi [2] [1]



Czym jest niezmiennik grafu?

- cecha grafu
- zalezy tylko od struktury grafu

- nie zalezy od reprezentacji ani etykietowania grafu
- graf moze by¢: (nie)skierowany, z wagami lub bez
- przyktady

1. posiadanie cyklu dtugosci k

2. gestosc grafu LE|

max # mozliwych krawedzi
3-# przechodnich trojek

3. przechod niosc grafu max # potaczonych trojek wierzchotkow

- zazwyczaj jest liczba, ale moze byc¢ rozszerzona do zbiorow lub
wektorow

- przyktad: cigg stopni wierzchotkdw w grafie



Indukowana miara centralnosci - definicja

- graf G, niezmiennik grafu f, krawedz x

- indukowana miara centralnosci wierzchotka/krawedzi x to

G(x) = f(G) = f(G — {x})

- mozemy tworzy¢ indukowang miare centalnosci na podstawie
dowolnego niezmiennika, ktory jest zdefiniowany dla kazdego
grafu



Przyktady znanych miar centralnosci jako indukowane miary cen-

tralnosci

- niezmiennik: liczba krawedzi w grafie

- indukowana miara centralnosci: degree

Label | Degree
1 2
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Przyktady znanych miar centralnosci jako indukowane miary cen-

tralnosci

- niezmiennik: total max flow w grafie

- indukowana miara centralnosci: max-flow betweenness [4] [5]

Label | Flow Betweenness
1 2
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Nie wszystko mozna wyindukowac

(2) @)
(3)
G.G G‘G

Label | Degree Closeness Betweenness
1 1 0.04348 0
2 2 0.05882 6
3 3 0.07692 10
4 2 0.06667 0
5 3 0.08333 12
6 3 0.07143 10
7 2 0.05263 0
8 2 0.05263 0 /




Nie wszystko mozna wyindukowac




Pozadane cechy niezmiennika grafu

1. zdefiniowany tak, ze po usunieciu wierzchotka/krawedzi
niezmiennik nadal bedzie dobrze zdefiniowany
zty przyktad:
- Srednica grafu i rozspojnienie grafu
2. nie powinien byé normalizowany wzgledem liczby
wierzchotkow/krawedzi w grafie, bo moze ona usungc wktad
wtozony przez usuniety element
ekstremalny przyktad:
- gestosc grafu i petna siec
- przed usunieciem gestosc grafu jest rowna 1

- po usunieciu wierzchotka gestosc grafu jest rowna 1
- podobny przyktad:
- Srednia dtugosc Sciezki w grafie
- fragmentacja - proporcja par wierzchotkow, ktore sa dla siebie
nieosiagalne do wszystkich par wierzchotkow w grafie [1]



Pozadane cechy niezmiennika grafu

3. wystarczajaca wrazliwos¢ na usuwanie wierzchotkow, znaczaca
Zmiana wartosci po usunieciu wierzchotka/krawedzi
7ty przyktad:
- rozmiar najwiekszej kliki w grafie
1. mamy 2 roztaczne najwieksze kliki, usuwamy dowolny wierzchotek

2. mamy 1 najwieksza klike, usuwamy wierzchotek spoza kliki
wierzchotki w klice maja centalnos¢ rowna 1, te poza klika 0.

- w obu przypadkach po usunieciu wierzchotka wartosc sie nie
zmieni



Pozadane cechy niezmiennika grafu

4. zmiana wartosci niezmiennika po usunieciu wierzchotka
powinna zaleze¢ od struktury nowopowstatego grafu
przyktady:

1. liczba krawedzi w grafie

- usuniecie wierzchotka powoduje usuniecie krawedzi idacych do niego
- roznica jest rowna liczbie krawedzi incydentnych z usunietym
wierzchotkiem

2. liczba przechodnich tréjek w grafie
- roznica jest rowna liczbie trojek zawierajacy usuniety wierzchotek

1



Wewnetrzna, zewnetrzna i
catkowita miara centralnosci



Wewnetrzna, zewnetrzna i catkowita miara centralnosci

- jako niezmiennik mozemy przyjac sume miary centralnosci dla
kazdego wierzchotka w sieci

- usuniecie wierzchotka x i obliczenie wartosci na tej podstawie
daje nam catkowitg miare centralnoSci

Cr(x) = Z cy) - Z c'(j)
jev(G) JEV(G—{x})
- catkowita miara centralnosci dla wierzchotka odzwierciedla

- wartosc centralnosci danego wierzchotka - wewnetrzna miara
centralnosci

- wptyw danego wierzchotka na wartosci centralnosci innych
wierzchotkow - zewnetrzna miara centralnosci

- catkowita centralnosc = wew. centralnosc + zew. centralnosc



Przyktad: Degree w grafie nieskierowanym

1. obliczamy stopien kazdego wierzchotka - wew. centralnosc

2. suma stopni w catym grafie - niezmiennik

3. gdy usuniemy wierzchotek, wartos¢ niezmiennika spadnie o
dwukrotnosc stopnia tego wierzchotka

4. catkowita centralnos¢ odpowiada stopiowi usunietego
wierzchotka plus jego wptywie na wartosc stopni jego sgsiadow

Label Degree | Degree (G — {5})
2 2
3 2
™) S| :
4 2 1
5 3
14 8




Przyktad: In-degree w grafie skierowanym

- niezmiennik: suma in-degree dla kazdego wierzchotka w grafie

- centralnos¢ catkowita: suma in-degree i out-degree danego
wierzchotka

- centralnos¢ wewnetrzna: in-degree danego wierzchotka
- centralnos¢ zewnetrzna: out-degree danego wierzchotka
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Przyktad: Betweenness

o=y =

g
SFHVFL SL

gdzie o to liczba najkrotszych Sciezek z s do t

- doodanie lub usuniecie krawedzi nieincydentnych do danego
wierzchotka moze zwigkszy¢ lub zmniejszy¢ centralnosé tego
wierzchotka

- tabela przedstawiajaca catkowity, wewnetrzna i zewnetrzng
centralnos¢, biorac Betweenness jako miare centralnosci
wewnetrznej[3], obliczong na podstawie sieci slubow rodzin
florenckich z okresu renesansu(6]



Induced centrality scores using betweenness for endogenous centrality.

Total centrality Endogenous Exogenous
centrality centrality
Medici 73 48 25
Guadagni 38 23 15
Albizzi 43 19 24
Salviati 57 13 44
Ridolfi 9 10 -1
Bischeri 11 10 1
Strozzi 14 9 5
Barbadori 14 9 5
Tornabuoni 13 8 5
Castellani 18 5 13
Peruzzi 24 2 22
Pazzi 35 0 35
Ginori 28 0 28
Acciaiuoli 24 0 24
Lamberteschi 29 0 29
Pucci 0 0 0

Przyktad: Betweenness
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Przyktad: Reverse-closeness

- n to liczba wierzchotkow w grafie

- farness - suma dtugosci najkrotszych Sciezek miedzy weztem a
wszystkimi innymi weztami w grafie

- closeness - odwrotnosc farness

- znormalizowana closeness - closeness-(n — 1)

- usuniecie wierzchotka lub krawedzi moze roztaczyc graf, co
prowadzi do niezdefiniowanych odlegtosci miedzy parami
weztow w roznych spojnych sktadowych

- reverse-closeness

- odlegtos¢ miedzy dwoma nieosiagalnymi wierzchotkami to n
- w celu normalizacji odejmujemy sume odlegtosci od n(n — 1),
maksymalnej mozliwej wartosci (izolowany wierzchotek, ma

odlegtos¢ n do pozostatych n — 1 wierzchotkdw)
n(n1) - farness, gdzie niezdefiniowane odlegtosci sa rowne n



Przyktad: Reverse-closeness

a

b

Fig. 3. The graph P, UK; which shows how an isolate can have a non-zero contri-
bution to the non-adjusted total reverse-closeness score.

Calculating exogenous adjusted reverse-closeness centrality for node c in Fig. 3.

Node Graph G Graph G-
Farness Reverse-closeness Farness Simple reverse-closeness Adjusted reverse-closeness

a 4 2 1 1 2

b 4 2 1 1 2

c 6 0 =

Graph invariant 4 Graph invariant 2 4

- wartosc¢ niezmiennika dla poczatkowego grafu, n(n — 1)—farness

- usuniecie izolowanego wierzchotka w celu policzenia catkowitej
i zewnetrznej centralnosci

- wartosc niezmiennika dla nowego grafu, n’(n” — 1)—farness

- wptyw usunietego wierzchotka jest rowny 2



Przyktad: Reverse-closeness

- intuicyjnie izolowany wierzchotek nie powinien wptywac na
wartosc

- maksymalna mozliwa wartos¢ farness w grafie z usunietym
wierzchotkiem jest mniejsza niz w oryginalnym

- przy obliczaniu reverse-closeness dla kazdego wezta w
zmniejszonym grafie powinnismy korzystac z rozmiaru
pierwotnego grafu, a nie nowego
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Porownanie miar centralnosci

.’ .
s e &
fe2
Vertex Total centrality
reverse-closeness

1 44 2 22 1

2 46 2 24 15

3 74 23 51 45

4 50 23 27 3

5 42 21 21 0

6 38 19 19 0
Closeness centrality scores for the Padgett Marriage Data.

Total Endogenous  Exogenous  Freeman
centrality ~ centrality  centrality  betweenness

Medici 1248 199 1049 475
Guadagni 702 194 508 232
Albizzi 692 195 497 193
Salviati 664 188 476 13.0
Ridolfi 402 196 206 103
Bischeri 398 189 209 95
Strozzi 392 192 200 93
Barbadori 396 192 204 8.5
Tornabuoni 394 195 199 83
Castellani 384 188 196 50
Peruzzi 372 186 186 20
Pazzi 350 175 175 00
Ginori 364 182 182 00
Acciaiuoli 372 186 186 00 20
Lamberteschi 362 181 181 00

Pucci 0 0 0 0.0



Twierdzenie

Twierdzenie Wierzchotek x z betweenness rownym zero ma
wewnetrzng miare centralnosci reverse-closeness rowna zewnetrznej
mierze centralnosci reverse-closeness.

Dowod

- skierowany graf G, n-wierzchotkowy

- wierzchotek x ma betweenness rowna 0

- f(x) to wartosc farness dla x

- Tfto suma farness w grafie

. T)Xc to suma farness w grafie po usunieciu x

- chcemy pokazac, ze zewnetrzna c. == wewnetrzna c.

21



Twierdzenie

Dowod

- wartos¢ catkowitej (poprawionej) reverse-closeness to
Cr(x)=2n(n—1)+T; = T¢

- skoro wierzchotek x ma betweenness réwnga 0, to jego usuniecie
zmniejszy farness o 2f(x) (usuniecie wartosci farness dla x i
zmniejszenie wartosci wsrod inncyh wierzchotkow, w sumie f(x))

C T =T = 2(%)
- Cr=2n(n—1) = 2f(x)

- wewnetrzna centralnos¢ w(x) = n(n — 1) — f(x) ((poprawiona)
reverse-closeness)

- zewnetrzna c. + wewnetrzna c. = catkowita c.
G =2n(n-N)+TF = Tp=2n(n—1) + Tg— 2f(x) — T¢
* Gr(x) =2n(n = 1) = 2f(x) = 2(n(n = 1) = f(x)) = 2w(x)

22



- wczesSniej patrzyliSmy na catkowitg centralnosc jako réznice sum
centralnosci w grafie z i bez usuwanego wierzchotka

- mozemy rowniez patrze¢ na catkowita centralnosc jako sume

roznic centralnosci dla kazdego wierzchotka

- to podejscie pozwala zdefiniowac macierz p

pjj to roznica miedzy centralnoscig wierzchotka j, gdy i jest w
grafie i centralnoscia wierzchotka j, gdy i nie ma w grafie

Betweenness dependency for Fig. 2.

1 2 3 4 5 6 Sum Diagonal Off-diagonal sum
1 1.0 15 15 -1.0 0.0 0.0 3.0 1.0 20
2 1.0 15 —0.5 0.0 0.0 0.0 20 15 0.5
3 1.0 —0.5 45 3.0 0.0 0.0 8.0 45 3.5
4 -3.0 -15 15 30 0.0 0.0 0.0 30 -3.0
5 00 1.0 1.0 20 0.0 0.0 40 0.0 4.0
6 05 0.0 40 15 0.0 0.0 60 0.0 6.0
Sum 05 20 120 85 0.0 0.0 230 10.0 13.0
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Zaleznosci dwustronne

- centralnoSc wierzchotka j w grafie G ozn. Cs(j), Co—gp (1) = 0

pij = Ce(j) — Co—1iy ()

- pjj wskazuje wktad wierzchotka i w centralnoSc wierzchotka j

- suma wiersza i daje nam wartos¢ catkowitej centralnosci
wierzchotka i

- p;i daje nam wartoS¢ wewnetrznej centralnosci wierzchotka i

- suma wiersza bez ;; daje nam wartos¢ zewnetrznej centralnosci
wierzchotka i

- macierz te mozna interpretowac jako macierz zaleznosci
wierzchotkow - pj; to stopien, w jakim wierzchotek j zalezy na
wierzchotku i dla centralnosci

24



Podsumowanie



Podsumowanie

1. ogblna metoda konstruowania miar centralnosci wykorzystujaca
niemal dowolny niezmiennik grafu
- oblicz wartoS¢ niezmiennika
- usun wierzchotek
- oblicz nowa wartos¢ niezmiennika
- oblicz roznice tych wartosci
2. interpretacja indukowanej miary centralnosci jako wktad danego
wezta w dang ceche grafu
3. naturalna generalizacja centralnosci wezta do centralnosci
krawedzi lub grupowe]
4. catkowita centralnosé, mozna skonstruowac miare centralnosci
indukowanej praktycznie z dowolnej innej miary centralnosci
- konstruowanie miary centralnosci indukowanej praktycznie z
dowolnej innej miary centralnosci
- suma wszystkich wynikdw centralnosci jako niezmiennik dla
centralnosci indukowanej
- mierzy wktad wezta do sumy centralnosci w sieci
- centralnoS¢ wewnetrzna i zewnetrzna 25



Dziekuje za uwage!
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