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Wartos¢ Shapleya

Okresla wartosc¢ wyptaty dla graczy w grach koalicyjnych na podstawie ich wktadu
marginalnego.

= ) B(S,N)(f(SU{v}) — f(9))

f - funkcja charakterystyczna gry koalicyjnej
N - zbior graczy
B(S, N) =S|t * (IN] =[S = ) /IN]!

f(S U{v})-f(S) - wktad marginalny gracza v do koalicji S



Wartos¢ Myersona

Wspotpraca miedzy graczami jest ograniczona grafem komunikaciji.

Wartosc¢ niespojnej koalicji jest rowna sumie wartosci jej spojnych sktadowych.
MV,(f,G) = SV,(f/G)

f/IG(S)= > £(C), dlakazdego S C N
CeK(G[S])

gdzie:
G=(V,E)
K(G[S]) - podziat V na roztgczne zbiory wierzchotkow indukujgce spojne sktadowe G



Aksjomaty

Lokalnosc - dla kazdego grafu G = (V, E) i kazdego wierzchotka veV, centralnosc v
zalezy tylko od spojnej sktadowej grafu G, do ktorej nalezy v.

Fv(G) s Fv(G[Kv(G)])

K,(G) - spdjna sktadowa G do ktorej nalezy v



Aksjomaty

Normalizacja - dla kazdego G = (V, E) i vEV:

F,(G) € [0,n — 1]

F,(G) = 0 gdy v jest izolowany

F,(G) =n —1gdy G jest gwiazda, ktorej srodkiem jest v



Aksjomaty

Uczciwosc - dla kazdego G=(V, E) i dla kazdego u, v € V, dodanie krawedzi
e={u, v} tak samo wptywa na centralnosC uiv

F,((V,EU{e})) — Fo((V, E)) = Fu((V, EU{e})) — Fu((V, E))



Aksjomaty

Monotonicznosc - dla kazdego grafu G=(V, E) nie zmniejsza centralnosci zadnego
wierzchotka nalezgcego do V, czyli dla kazdego u, v, weV

F,((V, EU{u, w}})) 2 Fo((V, E))

Gain-loss - dla kazdego spojnego grafu G=(V, E) i dla kazdej pary wierzchotkow
u, W€V, dodanie krawedzi {u, w} do E nie zmienia sumy miar centralnosci

SRV, EU{u,w}}) = S F((V, E))

veN veN

Aksjomat gain-loss dotyczy tylko spojnych grafow i nie wptywa na centralnosc
przy dodawaniu krawedzi miedzy réznymi spojnymi sktadowymi.



Miara centralnosc¢i Attachment

Miara centralnosci Attachment jest zdefiniowana dla kazdego grafu G=(V, E) i dla
kazdego wierzchotka veV jako:

A(G) = Y 28(S,V)(K(GIS)| - |K(G[SU{v}])| +1)
SCV\{v}

B(S, V) = [S|H(IV] =S| = DY/ V]!

Jesli mielibysmy usuwac wierzchotki z G w losowej kolejnosci wtedy A (G) jest

rowne oczekiwanej liczbie spdjnych utworzonych po usunieciu v, pomnozonej
przez 2, by zachowac¢ normalizacje.



Miara Attachment a wartos¢ Shapleya
SVu(£) = D BS,N)(F(SU{v}) - £(5))

SCN\{v}
A(G) = Y 28(S,V)(K(G[S))| - |K(GISU{v}])| +1)
SCV\{v}
Poréwnujgc wzor na wartos¢ Shapleya i miare Attachment widac ze:
Ay(G) = SVu(fe)
fe8)= >, 2c-1
CeK(G[S))
a wiec
Ay(G) = MV,y(f",G))
F7(8) =2(|S| - 1)



Miara Attachment spetnia aksjomaty lokalnosci, normalizacii,
uczciwosci | gain-loss i jest jedyng takg miara.



Wiasnosci wartosci Myersona

Wartos¢ Myersona jest jedyng funkcjg ktora dla danej gry (V, f) posiada:
Wiasnosc¢ uczciwosci, zdefiniowang jak wczesnigj

Wiasnosc¢ efektywnosci sktadowych (Component Efficiency) zdefiniowang w
nastepujgcy sposob:
Dla gry (V, f) i dla kazdego grafu G i dla kazdej spojnej sktadowej C €K(G)

Z ps(G) = F(C)

veC



Attachment: aksjomaty uczciwosci i gain-loss

Korzystajgc z tego ze miara Attachment jest rownowazna wartosci Myersona dla

pewnego grafu komunikacji i funkcji charakterystycznej wiemy ze miara
Attachment spetnia aksjomat uczciwosci.

Dalej wiemy ze dla kazdego grafu G i dla kazdej spojnej sktadowej CEK(G)

> A(G)=2(C| - 1)

velC

Widac stad ze dodawanie krawedzi miedzy wierzchotkami wewnagtrz jednej spojnej

sktadowej nie wptywa na sume miar Attachment w tej spdjnej, co spetnia aksjomat
gain-loss.



Attachment: aksjomat normalizacji

Dla grafu G=(V, E) i kazdego veV:

Gdy v jest izolowany, sam tworzy swojg spojng sktadowg czyli A (G) =

Gdy G jest gwiazdg i v jest je] srodkiem, dla kazdego S € V \ {v}, G[S] sktada

sie z |S| spojnych sktadowych, a G[S U {v}] ma jedng spdjng sktadowa, wiec:
K(G[S])| — [K(G[SU{v}])| +1 =5

nlzs n—1

A(G) = D 285, V)IS|=) —=> =n-1

SCV\{v} =0 5—0

Na koniec A (G)€[0, n-1], poniewaz marginalny wkfad pojedynczego
wierzchotka bedzie zawsze w zakresie [0, |S|] wiec jak wida¢ w poprzednich
punktach miara Attachment pojedynczego wierzchotka miesci sie w [0, n-1]



Attachment: aksjomat lokalnosci

Oznaczmy przez mcv*(S) wktad marginalny v do S.

Jest to podwojona liczba spojnych sktadowych S, ktore sg tgczone przez v.

Na tg wartosc¢ nie majg wptywu wierzchotki lezgce poza K (G) wigc dla kazdego
S c V\{vimc, (S) =mc, (SN K,(G)))

wiec mozna zapisac wzor na miare Attachment jako:

A@) = ) Y. B(SUP,V)mc(S)

PCV\K,(G)) SCK,(G)\{v}

adlakazdegoS S K (G) >, B(SUPV)=}5(S,Ki(G))

PCV\K,(G))

dzigki czemumamy 4 (G) = A,(G[K,(G)])



Unikalnos¢ miary Attachment jako spetniajgcej te aksjomaty

Wezmy dowolng miare centralnosci F, spetniajgcg te aksjomaty, G=(V, E),
gwiazde, ktorej sSrodkiem jest wierzchotek v i u dowolny wierzchotek w V \ {v}.
Z normalizacji wiemy, ze F (G) =n - 1.

Nastepnie wezmy G’=(V, E\ {{v, u}}), w takim grafie F (G) = 0, a z lokalnosci
F(G)=F (G[V\{u}])=n-2.

Korzystajac z aksjomatu uczciwosci F (G) = F (G) + (F (G) - F (G')) = 1.

Zatem wiedzgac, ze wierzchotek u zostat wybrany dowolnie z V \ {v}, kazdy
wierzchotek z tego zbioru ma miare 1. Korzystajgc z tego wiemy ze suma miar F w
gwiezdzie jest rowna 2(n - 1)



Unikalnos¢ miary Attachment jako spetniajgcej te aksjomaty

Kazdy graf spojny mozna uzyskac dodajgc lub usuwajgc krawedzie z gwiazdy,
wiec korzystajgc z aksjomatu gain-loss wiemy, ze suma miar w kazdym spojnym
grafie jest rowna 2(n - 1), a z lokalnosci wiemy, ze suma miar w kazdej spojnej
sktadowej grafu S jest rowna 2(|S| - 1).

Taka miara spetnia wtasnosc¢ efektywnosci sktadowych Z ¢s(G) = F(C)
vel

Spetnia ona rowniez zgodnie z zatozeniem aksjomat uczciwosci, a zatem
korzystajgc z wtasnosci wartosci Myersona jest ona unikalna.



Aksjomatyzacja miary Degree

Miara Degree jest jedng miarg spetniajgcg aksjomaty lokalnosci, normalizacji,
uczciwosci, i monotonicznosci.

Z tego twierdzenia i unikalnosci miary Attachment, jako spetniajgcej swoj zbior
aksjomatow, wynika ze nie istnieje miara centralnosci spetniajgca wszystkie piec
aksjomatow.



Wiasnosci miary Attachment

Niech G bedzie grafem spojnym i niech v bedzie wierzchotkiem, ktérego usuniecie
spowoduje rozpad G na k roztgcznych spdjnych sktadowych, zawierajgcych zbiory
wierzchotkow: C,, C,,...,C,, wtedy:

Z A, (G[C; U {v}])
ie{l,....k

Dodatkowo dla kazdego i€{1,...,k} i dla kazdego u€eC.:

Au(G) = Ay(G[C; U {v}])



Wiasnosci miary Attachment

Usuniecie mostu zmniejsza miare Attachment obu wierzchotkdéw mostu o 1 i nie
wptywa na miare Attachment innych wierzchotkdw



Wiasnosci miary Attachment

Niech G bedzie grafem spojnym jesli K € G tworzy klike w G, ktorej usuniecie
spowoduje rozpad G na k roztgcznych spdjnych sktadowych, zawierajgcych zbiory
wierzchotkow: C " C ....,C o wtedy dla kazdego veK:

Z A,(G[C; U K]) — (k — 1)A,(G[K])
ie{l,....k
Dodatkowo dla kazdego i€{1 ,...,k} | dla kazdego ueC:

A4(G) = Au(G[C; U K)



Wiasnosci miary Attachment

Miara Attachment liscia jest rowna 1, a usuniecie liscia zmniejsza miare
Attachment jego sgsiada o 1 i nie wptywa na miare Attachment pozostatych
wierzchotkow



Wiasnosci miary Attachment

Jesli zbior K sgsiadow wierzchotka v tworzy klike, miara Attachment wierzchotka v

jest rowna: 21K
K|+ 1 9

Dodatkowo, usuniecie v zmniejsza miare Attachment jego sgsiadow o K[(K|+ 1)
i nie wptywa na miare innych wierzchotkéw grafu.



Zastosowanie

Miara Attachment zostata zastosowana do analizy sieci terrorystyczne;
odpowiedzialnej za przeprowadzenie ataku terrorystycznego w 2004 w Madrycie.

Ta sieC zawiera 70 wierzchotkow i 243 krawedzie.

Obliczenie wartosci Myersona dla rzadkiej sieci z 36 wierzchotkami zajmowato
ponad 100 sekund w momencie powstania pracy, a czas wykonania algorytmu
rosnie wyktadniczo wraz z rozmiarem sieci.



Zastosowanie
Mozemy tatwo obliczy¢ miare Attachment wierzchotkow izolowanych i mozemy je
usungc z sieci nie wptywajgc wyniki dla pozostatych wierzchotkow.

Nastepnie mozna usungc liscie, korzystajgc z tego ze ich miara Attachment to 1 i
tego ze, ich usuniecie zmniejszy miare ich sgsiadow o 1.

Analogicznie mozemy usungc wierzchofki, ktorych sgsiedzi tworzg klike.

Mozna powtarzac te kroki do momentu az dalsze uproszczenie sieci nie bedzie juz
mozliwe



Algorithm 1: Algorithm for the Attachment Centrality

Input: Graph G = (V, E)
Output: Attachment Centrality A, foreveryv € V
1 find the simple elimination ordering T,
2 create a cut-cliqgue decomposition 'T' of graph G from ;
f < function defined as f(C) = 2(|C| — 1);
t < root of T;
while t has children do
(L,7) < children of t (left one without children);
(L, R) < labels of I, r;
K <L &
foreach v € L do
calculate MV, (f,G|[L]);
A'v T A'u + ]\/[‘/fz)(fa G[L]),
ifre Kthen A, «— A, — 2+ TR
L %2
return A, for everyv € V;




(Imad Eddin Barakat)
(Semaan Gaby Eid)
(Abderrahim Zbakh)

(Mohamed El Egipcio)
(Naima Oulad Akcha)
(Amer Azizi)
(Mohamed Chedadi)

Czas dziatania algorytmu na tej sieci to: 15.01s na
standardowym komputerze.

Najwiekszy podgraf dla ktorego trzeba byto
policzy¢ wartos¢ Myersona bez dalszych
uproszczen miat 26 wierzchotkow.



Prezentacja przygotowana na podstawie pracy:
Attachment Centrality: An Axiomatic Approach to Connectivity in Networks
(Skibski, Rahwan, Michalak, Yokoo)



