Kryteria proporcjonalnosci w
metodach gtosowania przez
aprobaty



Gfosowanie przez aprobaty

(V,C, A Kk)

k€eN liczba miejsc w komitecie
C=(C;..Cyp) zbidr m kandydatow
V=(WV..V) zbidr n gtosujacych

A= (A;..A,) lista nzbioréw kandydatéw
aprobowanych przez kolejnych wyborcéw



Gfosowanie przez aprobaty

(V,C, A Kk)

k€eN liczba miejsc w komitecie
C=(C;..Cyp) zbidr m kandydatow
V=(WV..V) zbidr n gtosujacych

A= (A;..A,) lista nzbioréw kandydatéw
aprobowanych przez kolejnych wyborcéw

Przyktad

k=10

C=3grupyR, G, B po 10 kandydatéow
V={1..100}

A = ...=As ={R{..Rypo}

Agy = .. = Agg = {G; .. Gy}

Agy = ... = A0 = {31 --B10}



Gfosowanie przez aprobaty

(V,C, A k)

k€N liczba miejsc w komitecie ViV2-Ve | V2.V ¥y
C=(Cq..Cyy)  zbidr m kandydatow
V=(V..Vy) zbior n gtosujgcych

A= (A..A,) listanzbiorow kandydatéw
aprobowanych przez kolejnych wyborcow

Przyktad

k=10

C=3grupyR, G, B po 10 kandydatéw
V={1..10}

A= ..=A ={R;..Ryp}

A, = ... =A¢ ={G;..Gqp}

AlO — {31 --B10}



Approval Voting - naiwnie

k=10

C=3grupyR, G, B po 10 kandydatéw Vi Va-Ve | V7.Ve Vo
V={1..10}

A = .= A = {Ry ..Ryo}

Ay = .= Ay ={Gy..Gyio)

Ajg ={B1..B10}
Wybieramy najbardziej popularnych kandydatow
w kolejnosci liczby aprobujacych ich wyborcow.




Approval Voting - naiwnie

k=10

C=3grupyR, G, B po 10 kandydatéw Vi, Vz ... Ve V7, Vg, Vg
V={1..10}

A= ...=A, ={R{..R{p}

A, = ...=A¢ ={G;..Gqp}

Ajg ={B1..B10}
Wybieramy najbardziej popularnych kandydatow
w kolejnosci liczby aprobujacych ich wyborcow.

Score(R;) = 6
Score(G;) = 3
Score(B;) =1

zwycieski komitet W = {R;.. Ry}



Approval Voting - naiwnie

k=10

C=3grupyR, G, B po 10 kandydatéw Vi Va-Ve | V7. Ve,V
V={1..10}

A = .= A = {Ry ..Ryo}

Ay = .= Ay ={Gy..Gyio)

Ajg ={B1..B10}
Wybieramy najbardziej popularnych kandydatow
w kolejnosci liczby aprobujacych ich wyborcow.

Score(R;) = 6
Score(G;) = 3
Score(B;) =1

zwycieski komitet W = {R;.. Ry}



strong Justified Representation (sJR)

Dla wyboréw (V, C, A, k), wynik W € C, |[W| = k spetnia kryterium sJR wtedy i tylko wtedy gdy:

Vyicy (lV’l Zl_\lil/\ ﬂAl e ®=>Wﬂ<ﬂ1%>¢@>

iev’ iev’



strong Justified Representation (sJR)

Dla wyboréw (V, C, A, k), wynik W € C, [W| = k spetnia kryterium sJR wtedy i tylko wtedy gdy:

V] ﬂ
> 11 . H |
|V|_k/\ A #0 Wn. A | #0¢
eV’ iev’

= Grupa wyborcow stanowigca przynajmniej % wszystkich wyborcéw, majgca przynajmniej
jednego wspodlnie aprobowanego kandydata.

Vv’gv




strong Justified Representation (sJR)

Dla wyboréw (V, C, A, k), wynik W € C, [W| = k spetnia kryterium sJR wtedy i tylko wtedy gdy:

V] ﬂ
> 11 . H |
|V|_k/\ A #0 Wn. A | #0¢
eV’ iev’

= Grupa wyborcow stanowigca przynajmniej % wszystkich wyborcéw, majgca przynajmniej
jednego wspodlnie aprobowanego kandydata.

Vv’gv

= Przynajmniej jeden kandydatéw aprobowanych przez wszystkich w V' jest czescia
zwycieskiego komitetu.



strong Justified Representation (sJR)

k=3
v L o

istnieje = 5 = 3 wyborcéw i, J, k takich ze
aind o L 00 n




strong Justified Representation (sJR)

k=3
istnieje % = g = 3 wyborcéw i, J, k takich ze
AinAjnAk={X}. n X X X

W zwigzku z tym jakikolwiek komitet zwycieski

musiatby zawiera¢ kazde X, ale mamy 4 X X X
kandydatow i 3 miejsca w komitecie, wiec sJR
jest niespetnialne. N I




semi-strong Justified Representation (ssJR)
Dla wyboréw (V,C, A, k), wynik W € C, |W| = k spetnia kryterium ssJR wtedy i tylko wtedy gdy:

vV
%/\ ﬂAi =/—'(Z)=>Vl-EV/WﬂAi¢(Z)>

ey’



semi-strong Justified Representation (ssJR)

Dla wyboréw (V,C, A, k), wynik W € C, |W| = k spetnia kryterium ssJR wtedy i tylko wtedy gdy:

Vyrey D= ViegyWNA #0

= Grupa wyborcow stanowigca przynajmniej % wszystkich wyborcow, majgca przynajmniej
jednego wspodlnie aprobowanego kandydata.



semi-strong Justified Representation (ssJR)

Dla wyboréw (V,C, A, k), wynik W € C, |W| = k spetnia kryterium ssJR wtedy i tylko wtedy gdy:

= Grupa wyborcow stanowigca przynajmniej % wszystkich wyborcow, majgca przynajmniej
jednego wspodlnie aprobowanego kandydata.

= Dla kazdego wyborcy z tej grupy, przynajmniej jeden (niekoniecznie ten sam) kandydat jest w
zwycieskim komitecie.



semi-strong Justified Representation (ssJR)

k=3
vl _

istnieje ~ =3 = 3 wyborcow i <] < k aklch
ze A; N A; nAk_{X} Aj. n




semi-strong Justified Representation (ssJR)

k=3
X X X

istnieje % = g = 3 wyborcow i < j < k takich
zeAlﬂA]ﬂAk={X}=A] n

W zwigzku z tym jakikolwiek komitet zwycieski

musiatby zawiera¢ kazde X, ale mamy 4 X X X
kandydatow i 3 miejsca w komitecie, wiec sJR
jest niespetnialne. N I




Justified Representation (JR)

Dla wyboréw (V,C, A, k), wynik W € C, |W| = k spetnia kryterium JR wtedy i tylko wtedy gdy:

Vyicy <|V|>—/\ ﬂA -'#(Z)iEILEV/WﬂA 7’—'(2))

iev’



Justified Representation (JR)

Dla wyboréw (V,C, A, k), wynik W € C, |W| = k spetnia kryterium JR wtedy i tylko wtedy gdy:

= Grupa wyborcow stanowigca przynajmniej — wszystklch wyborcow, majgca przynajmniej
jednego wspodlnie aprobowanego kandydata



Justified Representation (JR)

Dla wyboréw (V,C, A, k), wynik W € C, |W| = k spetnia kryterium JR wtedy i tylko wtedy gdy:

= Grupa wyborcow stanowigca przynajmniej % wszystkich wyborcow, majgca przynajmniej
jednego wspodlnie aprobowanego kandydata.

= Przynajmniej jeden wyborca z tej grupy aprobuje przynajmniej jednego kandydata w
zwycieskim komitecie.



Proportional Approval Voting

Dla wyboréw (V, C, A, k), wybieramy taki komitet W € C, |W| = k, ze maksymalna jest suma:
> H(4 W)
i€V

gdzieH(n) =1+ %+ ..+ %



Proportional Approval Voting

k=10

Vi, V5 ...V, V-, Vg, V. \"/
C=3grupyR, G, B po 10 kandydatow L
V={1.. 10} R X
A1= ...=A6={R1..R10}

A; = =49 = {G1 --G1o}» Ajp = {31 --310} R




Proportional Approval Voting

k=10

Vi, V5 ...V, V-, Vg, V. \"/
C=3grupyR, G, B po 10 kandydatow L
V={1.. 10} R X
A1= ...=A6={R1..R10}

A; = =49 = {G1 --G1o}» Ajp = {31 --310} R
DlaW=6xR,3xG,1xB,PAV .o (W) =21.2




Proportional Approval Voting

k=10

C=3grupyR, G, B po 10 kandydatéw V1.Vz - Ve
V={1..10}

A = .= A = {Ry ..Ryo}

A7 = .= Ag ={G;..G10}, A1o =1{B1..Bio}

R, ...

DlaW=6xR,3xG,1xB,PAV .o (W) =21.2
i jest to maksymalny mozliwy wynik.




Proportional Approval Voting

k=10

C=3grupyR, G, B po 10 kandydatow Ui g e V7, Vg, Vg
V={1..10}

A= ..= A ={R;..Ryo}

A7 = .= Ag ={G;..G10}, A1o =1{B1..Bio}

R, ...

DlaW=6xR,3xG,1xB,PAV o (W) =21.2
i jest to maksymalny mozliwy wynik.

Intuicyjnie punkty z dodania / koszt usuniecia G, ..
wynoszg dla kategorii kandydatow:

- R dodanie +g usuniecie —g =—1

- G dodanie +Z usuniecie —Z = -1

- B dodanie +% usuniecie —% =—1



PAV spetnia JR

Wezmy wybory (V,C, A,K) i niech s = [l—m, a W bedzie wynikiem PAV na tych wyborach. Dla
kazdego kandydata w € W, zdefiniujmy m(w) = PAV,.ore (W) — PAV,ore (W — {w}). Niech
m(W) = Xyew m(w).

Zatézmy ze istnieje V' SV, [V'| =5, Nicyr Aj # 0, 3;cprW N A = 0. Niechc € C — W, bedzie
kandydatem aprobowanym przez wszystkich wyborcéw z V'. Zauwazmy ze po dodaniu c do W, wynik
wzrostby o przynajmnie;j s.

Wystarczy wykazac ze istnieje kandydat p € W, taki ze m(p) < s. To by oznaczato ze zamienienie p z
c zwiekszytoby wynik, co daje sprzecznosc.

Weimy V"' =V — V', |[V"| < |V| —s < s(k —1).Dladowolnegoi € V", x = |A; N W].
Jeslix > 0, wyborca i zwieksza m(w) dla kazdego w € A; N W doktadnie o i, wiec cate m(W) o 1.
Stad mamy m(W) < |V”| < s(k — 1), wiec z zasady szufladkowej, musi istnie¢ kandydat p.



Extended Justified Representation (EJR)

Niechk = 3,C ={a,b,c,d},V = {1..100}, A, = {a},A, = {b},A;~, = {c,d}. JR jest spetniane
wynikami {a, b, c},{a, b,d},{a, c,d}, {b, c,d}, ale ewidentnie pierwsze dwa sg bardzo nie-
proporcjonalne. Czy mozna jakos wzmonic JR, zeby uzyskac bardziej proporcjonalne kryterium?



Extended Justified Representation (EJR)

Majac dane wybory (V, C, A, k), zwycieski komitet W € C, |W| = k, oraz liczbe catkowita q,
mowimy ze W zapewnia g-uzasadniong reprezentacje (g-JR), jesli nie istnieje taki podzbidr

wyborcow V' € V,|V'| = q * %, ze |Niey, Ail = qale |A; N W| < q dlakazdegoi € V'.



Extended Justified Representation (EJR)

Majac dane wybory (V, C, A, k), zwycieski komitet W € C, |W| = k, oraz liczbe catkowita q,
mowimy ze W zapewnia g-uzasadniong reprezentacje (g-JR), jesli nie istnieje taki podzbidr

wyborcow V' € V,|V'| = q * %, ze |Niey, Ail = qale |A; N W| < q dlakazdegoi € V'.

Co to znaczy?
Dla kazdej grupy wyborcow, ktéra zgadza sie przynajmniej co do q kandydatow i stanowi co najmniej

%wszystkich wyborcow, przynajmniej jeden jej cztonek musi aprobowac przynajmniej g zwyciezcow.



Extended Justified Representation (EJR)

Majac dane wybory (V, C, A, k), zwycieski komitet W € C, |W| = k, oraz liczbe catkowita q,
mowimy ze W zapewnia g-uzasadniong reprezentacje (g-JR), jesli nie istnieje taki podzbidr

wyborcow V' € V,|V'| = q * %, ze |Niey, Ail = qale |A; N W| < q dlakazdegoi € V'.

Co to znaczy?
Dla kazdej grupy wyborcow, ktéra zgadza sie przynajmniej co do q kandydatow i stanowi co najmniej

%wszystkich wyborcow, przynajmniej jeden jej cztonek musi aprobowac przynajmniej g zwyciezcow.

Metoda spetnia EJR wtedy, kiedy dla kazdych wyboréw (V, C, A, k), zwycieski komitet W spetnia g-JR
dla wszystkich 1 < q < k.



PAV spetnia EJR

Zatdzmy ze pewna instancja PAV nie spetnia EJR. Wezmy wybory (V, C, A, k), zwycieski komitet W ©

C, |W| =K, liczbe catkowitg g, orazV' €V, |[V'|=s>q- l—\lil Wiemy ze istnieje kandydat c
aprobowany przez cate V' nie nalezacy do W. Kazdy wyborca z V' ma co najwyzejq—1

o . 1|V
przedstawicieliw W, wiecm(c) = s - 5 > l—kl



PAV spetnia EJR

Zatdzmy ze pewna instancja PAV nie spetnia EJR. Wezmy wybory (V, C, A, k), zwycieski komitet W ©

C, |W| =K, liczbe catkowitg g, orazV' €V, |[V'|=s>q- l—\lil Wiemy ze istnieje kandydat c
aprobowany przez cate V' nie nalezacy do W. Kazdy wyborca z V' ma co najwyzejq—1
przedstawicieliw W, wiecm(c) = s - ﬁ > l—\lil

Wezmy kandydata w € W z najmniejszym m(w). Mamy m(w) < E Jedlim(w) < E, mamy

sprzecznos$¢ bo mozemy zamieni¢ w z c. Wiec m(w) = E, w dodatku zachodzi to dla kazdego

kandydata z W. Skoro PAV spetnia JR, wiemy ze dla pewnego wyborcy z V', ten wyborca aprobuje
kandydatad € W. Niech W' = (W —{d}) U {c}).



PAV spetnia EJR

Zatdzmy ze pewna instancja PAV nie spetnia EJR. Wezmy wybory (V, C, A, k), zwycieski komitet W ©

C, |W| =K, liczbe catkowitg g, orazV' €V, |[V'|=s>q- l—\lil Wiemy ze istnieje kandydat c
aprobowany przez cate V' nie nalezacy do W. Kazdy wyborca z V' ma co najwyzejq—1
przedstawicieliw W, wiecm(c) = s - ﬁ > l—\lil

Wezmy kandydata w € W z najmniejszym m(w). Mamy m(w) < E Jedlim(w) < E, mamy

sprzecznos$¢ bo mozemy zamieni¢ w z c. Wiec m(w) = E, w dodatku zachodzi to dla kazdego

kandydata z W. Skoro PAV spetnia JR, wiemy ze dla pewnego wyborcy z V', ten wyborca aprobuje
kandydata d € W. Niech W' = (W — {d}) U {c}). Taka zamiana zmienia wynik PAV,.qre O

przynajmniej (s — 1) -é+ ﬁ — E > 0, co daje sprzecznosc.



PAV spetnia EJR

Zatdzmy ze pewna instancja PAV nie spetnia EJR. Wezmy wybory (V, C, A, k), zwycieski komitet W ©

C, |W| =K, liczbe catkowitg g, orazV' €V, |[V'|=s>q- l—\lil Wiemy ze istnieje kandydat c
aprobowany przez cate V' nie nalezacy do W. Kazdy wyborca z V' ma co najwyzejq—1
przedstawicieliw W, wiecm(c) = s - ﬁ > l—\lil

Wezmy kandydata w € W z najmniejszym m(w). Mamy m(w) < E Jedlim(w) < E, mamy

sprzecznos$¢ bo mozemy zamieni¢ w z c. Wiec m(w) = E, w dodatku zachodzi to dla kazdego

kandydata z W. Skoro PAV spetnia JR, wiemy ze dla pewnego wyborcy z V', ten wyborca aprobuje
kandydata d € W. Niech W' = (W — {d}) U {c}). Taka zamiana zmienia wynik PAV,.qre O

przynajmniej (s — 1) -é+ ﬁ — E > (0, co daje sprzecznosc.

= s—1 wyborcow z V' dostaje g-tego kandydata
= Wyborca i dostaje (g-1)-ego kandydata
= Usuwamy kandydata d



Rozszerzenie modelu wyborow

(V, C,{ui}iey, b, cost)

b € Qs budzet

C=(C;..Cy) zbidér m kandydatow

V=(V..V)) zbidr n gtosujacych

u; : C - Q59 funkcja uzytecznosci kandydatow dla wyborcéw
cost: C =» Qs funkcja kosztu kandydatow

Zwycieski komitet W, podlega ograniczeniu:

cost(W) = z cost(c) < b

cew



EJR dla wyborow z budzetem

Majac dane wybory (V, C, {u;}iey, b, cost), a: C — [0,1],Q € C grupa wyborcow V' € V

. po s g |V
jest (o, Q)-spodjna, jesli ||V|| > COSE(Q), oraz V;cy'Veeq ui(c) = a(c).

Oznacza to ze dla takiej grupy, Q jest zbiorem takich projektow, ze:
- sumaryczny koszt projektow z Q nie przekracza proporcji budzetu danej grupy wzgledem jej
liczebnosci.

- a oznacza minimalny poziom uzytecznosci danego projektu dla kazdego z wyborcéw jaki jest
potrzebny zeby uznac grupe za spojna.



EJR dla wyborow z budzetem

Majac dane wybory (V, C, {u;}iey, b, cost), a: C — [0,1],Q € C grupa wyborcow V' € V

jest (a, Q)-spojna, jesli ||\\//|| > cost@

, 0raz V;c'Veeo ui(c) = a(c).

Oznacza to ze dla takiej grupy, Q jest zbiorem takich projektow, ze:

- sumaryczny koszt projektow z Q nie przekracza proporcji budzetu danej grupy wzgledem jej
liczebnosci.

- a oznacza minimalny poziom uzytecznosci danego projektu dla kazdego z wyborcéw jaki jest
potrzebny zeby uznac grupe za spojna.

Mowimy ze reguta spetnia EJR dla wyborow z budzetem, jesli dla kazdej instancji wyborow E z
wynikiem W, dla kazdego a: C - [0, 1],Q € Cikazdej (o, Q)-spdjnej podgrupy wyborcow V'
istnieje taki wyborca i € V', ze:

u; (W) = Z a(c)

CEQ



Metoda rownych udziatow nie spetnia EJR!

Budzet = 3, jeden wyborca i dwa projekty aib, cost(a) = 1, cost(b) = 3,u (a) = %,ul(b) = 1.

W metodzie rownych udzialow wybieramy iteracyjnie projekt z najmniejszym

wspotczynnikiem p, takim ze )}, u;(c) - min (u_l’(i(: X p) = cost(c), gdzie b; to budzet wyborcy i.

W zwigzku z tym, metoda réwnych udziatéw wybierze projekt a, a EJR wymaga zeby wybrac b.



Metoda rownych udziatow spetnia EJR*!

Mowimy ze reguta spetnia EJR z doktadnos$cig do jednego projektu dla wyboréw z budzetem,
jesli dla kazdej instancji wyborow E z wynikiem W, dla kazdego a: C — [0,1],Q € Ci kazdej
(a, Q)-spdjnej podgrupy wyborcoéw V' istnieje taki wyborca i € V', ze:

wW) 2 ) ale) vV ZeequW U{cH 2 ) alo)

CcEQ CEQ



Rozszerzenie modelu wyborow

(V, C,{ui}iev, b, cost)

b € Qs budzet

C=(C;..Cyp) zbidr m kandydatow

V=(V..V) zbiér n gtosujacych

u; : C - Q59 funkcja uzytecznosci kandydatow dla wyborcow
cost: C —» Q¢ funkcja kosztu kandydatéow

Zwycieski komitet W, podlega ograniczeniu:

cost(W) = z cost(c) < b

cew
Skad wzig¢ u;? W koncu wyborcy gtosujg przez aprobaty A, zatézmy:
(cost(c) , 4
u(e) =" TCEA
0 lf C € Ai




EJR dla wyborow z budzetem

Majac dane wybory (V,C, A, b, cost), a: C = [0,1],Q € C grupa wyborcow V' € V

jest (a, Q)-spdjna, jesli ll\\// Il > costQ) coste) a(c).

, OrazZ Vcy1VioeoC € A; A

Oznacza to ze dla takiej grupy, Q jest zbiorem takich projektow, ze:

- sumaryczny koszt projektow z Q nie przekracza proporcji budzetu danej grupy wzgledem jej
liczebnosci.

- kazdy z projektow z grupy Q jest aprobowany przez wszystkich cztonkow.

- a(c) - b to dolne ograniczenie kosztu projektu z grupy Q.

Mowimy ze reguta spetnia EJR dla wyborow z budzetem, jesli dla kazdej instancji wyborow E z
wynikiem W, dla kazdego a: C - [0, 1],Q € Cikazdej (o, Q)-spdjnej podgrupy wyborcow V'
istnieje taki wyborca i € V', ze:

cost(A;,NnW) = 2 a(c)

CEQ



Rozszerzenie PAV do wyborow budzetowych?

PAV maksymalizuje sume };;c, H(|4; N W]) Hn) =1+ % + % + - +% + - +%



Rozszerzenie PAV do wyborow budzetowych?

PAV maksymalizuje sume Y,;cy H(|A; N W]) H(n) =1 + % + % + -+ % + e+ %
k - liczba dotychczas ,wzietych kandydatow”
1 - ,ilos¢” dodanego kandydata
Sprobujmy sume:
cost(c cost(c cost(c cost(c
by = SO | () (c5) ,_cost(en)
cost(c,) cost(cq) + cost(c;)  cost(cq) + cost(c,) + cost(cz) Ycex cost(c)

PAV’ maksymalizuje sume };;c,, H*(4; N W)



Rozszerzenie PAV do wyborow budzetowych?

PAV maksymalizuje sume };;c, H(|4; N W]) Hn) =1+ % + % + - +% + - +%

k - liczba dotychczas ,wzietych kandydatow”
1 - ,ilos¢” dodanego kandydata
Sprobujmy sume:
cost(c cost(c cost(c cost(c
e () = SOt () (¢5) . cost(cy)
cost(c,) cost(cq) + cost(c;)  cost(cq) + cost(c,) + cost(cz) Ycex cost(c)

PAV’ maksymalizuje sume };;c,, H*(4; N W)

Dla wyboréw z budzetem n3 zat6zmy dwie grupy wyborcéw:
- grupa P, o liczebno$ci n? — 1, z r kandydatami, kazdy o koszcie r?
- grupa Q, o liczebnosci 1 z r kandydatami, kazdy o koszcie 1

PAV’ wybierze samych kandydatéw z grupy P, a E]JR méwi Ze grupie Q nalezg sie wszyscy ich
kandydaci w zwycieskim secie.



Rozszerzenie PAV do wyborow budzetowych?

Sprébujmy PAV”, ktére maksymalizuje sume Y;c, H (cost(4; N W))

Dla wyboréw z budzetem n? zatézmy dwie grupy wyborcow:
- grupa P, o liczebnoécin — 1, z jednym kandydatem a, cost(a) =n? —n +1
- grupa Q, o liczebnosci 1 wyborcy, zdwoma kandydatami b, ¢, cost(b) = n — 1,cost(c) = n

EJR mowi tylko tyle, ze grupie Q nalezy sie projekt ¢, wiec
jedyny dozwolony wynik wyboréw to W = {c},
A PAV” wybierze {a, b}



Dziekuje za uwage!
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