Rozszerzanie miar
centralnoSci do grup

PIOTR KEPCZYNSKI




WoczesSniej znane sposoby tworzenia grupowych miar
centralnosSci z wierzchotkowych.




Miary centralnosSci

WIERZCHOLKOWE MIARY CENTRALNOSCI GRUPOWE MIARY CENTRALNOSCI
F:GxXV->R F:Gx2V >R
Zapisywane jako F';(v) Zapisywane jako F;(S)

Dlagrafu G = (V, E)






Metoda sumowania

Fe(S) = Xves Fa(v)




Fo(S) = Yoes F'o()




% X3 ?

Wierzchotkowa centralnos¢: Closeness
1
F'.(v) = /%~
¢() Yuey dist(u, v)

Metoda sumowania daje niesatysfakcjonujgce /%
wyniki

Czy moglibySmy dostaC coS
takiego?
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Metoda tgczenia
Fc(S) = Fg+(s)

G to graf z sklejonymi wierzchotkami z grupy.

s to wierzchotek powstaty z sklejonych wierzchotkéw grupy.




Fc(S) = F'g+(s)
G™ to graf z sklejonymi wierzchotkami z grupy.
s to wierzchotek powstaty z sklejonych wierzchotkow grupy.




"Shapley mojq
wartosciq”
Oskar Skibski

Wierzchotkowa centralnosé: Betweenness
e€ll.(s,t):vE
F'o(v) = [p |lfl((s )t)l d
S,teEV\{v} S
Gdzie I (s, t) to zbidr najkrétszych Sciezek z s do t.

Ktory zestaw jest lepszy - zielony czy niebieski?
Metoda tgczenia: zielony > niebieski.
Metoda sumowania (i ja): to nie ma sensu.

Pani w cukierni: poprosze ciasto.




Metoda totalna

Tylko dla wierzchotkowych miar centralnosci vitality!

Miary centralnosci vitality:
3,.6-rY6 F'¢(v) =p(G) —p(G \ {v})

Wtedy
Fe(S) =p(G) —p(G\S)



Ffa,N=10-3=F

Fe(S) =p(G) —p(G\S)




Nowy schemat do transformacji wierzchotkowych miar
centralnoSci w grupowe.




Schemat

Wierzchotkowa Specjalna postaC :
: lceni _ , : Grupowa miara
miara przeksztatcenie wierzchotkowej transformacja centralnosci
centralnosSci

miary centralnosSci

Przeksztalcenie: Transformacja:
- Niejednoznaczne - Jednoznaczna
- Nie zawsze si€ sensownie da - Elegancka
- Trzeba podjg¢ pewne wybory - Naturalna






Specjalna postacC

Harmonic:
1
F 'G (v) = ZuEVdist(u,U)




Specjalna postacC*®

Flo®@) =) fo (wv)

uev

* Funkcja oceniajgca f: G XV XV = R

Problemy:
Betweenness
ell.(s,t):v E
s,teV\{v} s (s, )]
Attachment
, (vl —=1ul - [1])!
F'e(v) = Tl 2(IK(@GUDI = K@U U {viD|+1)
*prawie Ucv\{v} '



Specjalna postacC*®

Fo@) = ) foU,v)

veFwW

* Funkcja oceniajgca f: G X 2V XV - R

- Klasa wierzchotkow FW c 2W w cv

Problemy:

Closeness

1

o) = 5 ey dist(w v)

*prawie



Specjalna postacC

F'e(v) =g( Z fe(U,v))

veFwW

* Funkcja oceniajgca f: G X 2V XV - R

- Klasa wierzchotkéw F: W — 22" W C V

* Funkcja normalizujgca g: R = R, rosngca



Transformacja

Flo)=g( ) fWU,v) - =9( ) )
ueFwW UeFW veSs

Fo($)=g( ) ) fo(U,v)
Fa® =9( ) ) foU,v)

ueFW ves
min .
o) =9( ) ) faU,v)
pov: R = R UEFW ves

P*V(A 3 SiA proportional

(Arg o) F5(5) 5 g(U;W UZESfa (U v))




Intuicja




Intuicja - sum




Intuicja - max




Intuicja - min







Problem

|peIl, (st)'vEp}I
OB6) = el S @Al + Sece ) Bu(@) = ey =5

4,(G) = Esenmy” w2 20K (GIS))| - |K(G[S U {v})] + 1)

7!
1 dist(u,
CU(G) - ZuéV\QvE)dist(u,'v) ZuéV@ ist(u,v)

PR,(G)=a- (ZU%E;G))) -

Y;,(G) — Zuev\@ 5dist(u,'v)

FB. (G)— Zs,teV@ flow, :(G)— flows (G[V \ v])



Mozliwe rozwigzania:

Oceniana grupa nie ocenia swoich wierzchotkéw nawzajem.

Wierzchotki nie oceniajg same siebie.

Wierzchotki oceniajg same siebie.

Graf blokdw mieszkalnych i stawianie w nich zabek.

® > w N

Modelowanie zarazanej populacji — ktora grupa osob
zarazonych na poczatku zarazi najwiekszg czesc
spotecznoSci.



WoczeSniej znane rozwigzania w nowym

schemacie

Metoda sumowania sum, V

Metoda tgczenia max, V \ S* (nie zawsze tozsame)
Metoda totalna nie da sie

sum, V\ S, F = {V\S}*** (bardzo oszukane)



EkspresywnoSc - przeksztatcenie

Eccentricity

Ci(G) = :

maxycy dist(v,u)

9(z) ==
| o = [FHG) U ={0}
Fj(G)=g| )  fe(Unw) fe(U,0) 0 oth.
UeFVv
f'V — 9V



EkspresywnoSC — osiggalne grupowe

Y 4 ™Y e min
It cannot be expressed in our framework with min, since adding nodes to the group cannot make the
‘ e I I r a I l O ‘ I measure bigger in the V variant, and Fy, 33 > Fi.}(G)
e sum

Let’s assume it’s possible to express the group measure using a sum variant in our framework. Then

. . . . gl X JeUa)) =g va(:(U,c) ~g U:L:,vfa(v,a)+l]§v felU,0)) =0
Dla konkretne.] mlary Vltallty: Sincttgi%ingl;::i:lgitimpl?m (Uef ) ( )

Y feUa)= )" fa(U,)=0,9(0)=0

p(G) = [G ma krawedzie]

For analogous reasons
> feUb)= Y fe(U,)=0
UeFvV UeFVv
But then

Fiap)(G) =g( > fo(U.a) + fa(U,b)) =g( > feUa)+ ) f(,-(U,b)) =g(0+0)=0#1
verv UeFv Uerv
Which is a contradiction.

e max
Let’s assume it’s possible to express the group measure using a max variant in our framework. Then

@ g( > fc(u,a)) = g( > fa(u,e)) = g( > max(fc(v.a).fc(u,c») =0
UeFV UeFVv UeFv

This implies
Vuerv fa(U,a) = fa(U,c)

For analogous reasons

Vuerv fa(U,b) = fa(U,c)
Which implies

Vuerv fa(U,a) = fa(U,b)
Which implies

Fla)(C) =.q( > max(fa(U,a),fG(U,b))) =g( x fG(U,a)) =0#1

Uerv UeFVY

Which is a contradiction




EkspresywnoSC — osiggalne grupowe
centralnosci (V \ S)

g(z) =z
g( 2 ZfG(U’U)) Fy\v(G)

UcFV\SveS fG(U ) |V\U|

FV = (W}

2 S0 = DI\ S0 = LA = S e = ey =0
vES

UcFV\S veS vES




Fo)=g( ) falU,v))

UeFwW

Przeksztatcanie klas miar — medial

A centrality measure is a medial centrality if there

exists a function Ai’t(G) that evaluates the role of v in
connecting s,t in G such that

.t
R@ =) 8.
S, LEV
Betweenness Stress

By(G) = Lysenpo) Zite 2 $9(G) = Zugevipy Ip € Tha(5,1) v €

Flow Betweenness

FB’U(G) — Zs,tEV\{v} flows,t(G)_flows,t(G[V \ ’U]) )

LOOSE DEFINITION




. . F' — U
Przeksztatcanie klas miar— "¢ g(U;WfG( ¥)

distance-based

-

A centrality measure is a distance-based centrality
if there exists a function f: R™ — R such that

F,(G)=f ((distu,v(G))ue)

DEFINITION




. Distance-based Centralities

Alternatives:

Harmonic _ . L 1
‘ [Rochat 2009] Hv(G) . Zu 1/d15tu,v(G) 1 E § 7
Decay Y,(G) = ¥, §%stur(©®) where § € (0,1)  |5°|81]82 &

[Jackson 2005]

ADDlITIVE

Degree D,(G) =|{fueV\{v}: (uv) eV} 100 0

k-Step Reach |RE(G) = [{u eV \ (v} :dist,,(G) <k}||1|1]|1|[i<K]

Eccentricity |EC,(G) = rggg{distu,v(G)}




. . F' — U
Przeksztatcanie klas miar— "¢ g(U;WfG( ¥)

distance-based

A centrality measure is a distance-based centrality
if there exists a function f: R™ — R such that

F,(G)=f ((distu,,,(c;))uev)

DEFINITION




Fo)=g( ) falU,v))

UeFwW

Przeksztatcanie klas miar — vitality

—

A centrality measure is a vitality index if there exists a
function f: G — R such that

F,(G) = f(G) = f(G —)
) D ]

A centrality measure is a vitality index if and
only if it is a Shapley-value based induced
2 game-theoretic centralities.

DEFINITION

THEOREM




Fo)=g( ) falU,v))

UeFwW

Przeksztatcanie klas miar — vitality

-
A centrality measure is a vitality index if there exists a

function f: G — R such that

F,(G) = f(G) - f(G —v)

DEFINITION

_ (Ul =Diavi - [u]))!

Fx(U) is the sum of single node centralities of all nodes in the subgraph induced by U.




Zrédia:

Axioms4Centalities

https://centrality.mimuw.edu.pl/

Oskar Skibski - Presentation of MsC topics.

https://aiecon.mimuw.edu.pl/wp-content/uploads/2023/10/Centrality-Measures-SEM.pdf




