Gra Blotto

Algorytm znajdujacy optymalne strategie



Programowanie
linilowe




Programowanie liniowe

Zmnajdz wartoSciowanie zmiennych maksymalizujace X1,X2, ., Xp ER —

warto$¢ wyrazenia zmienne, ktore
optymalizujemy

a1,..,cy, € R— stale
oplsujace rozwiazywany
problem

Tak aby spelnione byly ograniczenia
al,lxl + al,zxz + o + al’nxn S bl
a2,1x1 + a3,2x2 + o + azjnxn S bz

a31Xq + azzX2 + -+ Az Xy < b pogrubione zmienne —

zmienne wyliczane przez
: program liniowy




Programowanie liniowe

Oczywiste modyfikacje:

- Dopuszczamy réwnosci 1 nieréwnoscl w druga, strone
2x+y=>8,4x+8y =11

- Dopuszczamy zmienne 1 stale po obu stronach znaku
8x=>3y—6,2x—3y+7=<0

Niemozliwe modyfikacje:

- Pozwalamy na ostre nieré6wnosci
Niezdefiniowany wynik dla maxx when x < 0




Gra Blotto




Gra Blotto

Jest K pol bitwy. Gracz A ma A jednostek, gracz B ma B jednostek.

Gracze jednoczesSnie rozmieszczaja, jednostki na polach bitwy, nie znajac ruchu
przeciwnika.

Gracz wygrywa na polu, jezelil ustawil na nim wiecej jednostek niz przeciwnik.
Wygrane pole liczymy jako 1, przegrane jako —1, a remis jako 0. Wynik gracza
to suma wynikow ze wszystkich pol.

Kazdy gracz dazy do maksymalizacji swojego wyniku.




Strategie mieszane

- Zakladamy, ze przeciwnik zna nasza strategie.

- Jezeli wyblerzemy strategie bez losowosci to przeciwnik
moze nas tatwo skontrowac.

Dla K =3, A= 13, B =10 1 strategii (4,4, 5) przeciwnik moze nas
pokona¢ wybierajac (5,5, 0).

- Musimy skorzystac z losowosci.

K— liczba pdl bitew

A — liczba jednostek
gracza A (naszych)

B — liczba jednostek
gracza B (przeciwnika)




Strategie mieszane

- Strategia czysta

Gracz gra w sposob deterministyczny
np. (2,2,2,3), (0,0,9)

- Strategia mieszana

Gracz w sposob losowy wybiera jedna strategie czysta
np. 50% % (2,3), 50% x (3,2)

Gracz maksymalizuje oczekiwana wartos¢ wyniku




Algorytm




Zarys dowodu

- Potrzebujemy zmaksymalizowaé¢ wynik gracza A u, pod warunkiem, ze:
- Nasza strategia jest poprawna
* Przeciwnik grajacy optymalnie nie jest w stanie zdoby¢ wiecej niz —u

- Stworzymy program liniowy o strukturze
max u when
X jest poprawng strategia dla gracza A
maksymalny wynik gracza B, jezeli Agrawg. X < —u




Poprawnos¢ strategii




Reprezentacja strategii

- Strategia czysta K — liczba pdl

Dla kazdego pola trzymamy liczbe jednostek, ktore gracz tam
postawi.

N — liczba jednostek
gracza

[xl,xZ, ...,xK] ~ .
X1+ X+ +xg =N X — strategia gracza

- Strategia mieszana
Trzymamy pary prawdopodobienstwo 1 strategia czysta.

[(plr ﬁl); ey (pnl Qn)]
p1+-pp=1
- Problem

Strategia mieszana moze skladac sie z (N +I'<{ _1) strategii
prostych.




Reprezentacja strategii

- Obserwacja

Do wyliczenia wyniku wystarczy dla kazdego pola znac¢ rozklad : :
prawdopodobienstwa liczby jednostek postawiony przez A 1 B. N —liczba jednostek

K — liczba pol

gracza
* Reprezentacja X — strategia gracza
Trzymamy macierz X € RK*®+1D Dla kazdego pola k i liczby
jednostek n trzymamy X ,, — prawdopodobienstwo, ze gracz Xin —
postawi n jednostek na polu k. prawdopodobienstwo, ze
gracz postawl n
- Problem jednostek na polu k

Trudno zweryfikowaé czy dana reprezentacja odpowiada
poprawne]j strategii.

Np.dla K =3, N = 3:

05 0 05 O
X=]05 0 05 0

05 0 05 O




Graf warstw

- Tworzymy graf skierowany o K + 1 warstwach1 N + 1 K — liczba pél
wierzchotkach w kazdej warstwie.

N — liczba jednostek
gracza

- Dla kazdego wierzchotka dodajemy krawedzie do
wierzcholkow na prawo w nizszej warstwie. Vi — i. wierzcholek w k.

Formalnie, dla kazdego 1 <k <K, 0 <i <j < N dodajemy warstwie (0 <k <K, 0 <
krawedz z Vi_q; do Vj ;. i <N)
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Sciezka kanoniczna

- Dowolna sciezka zaczynajaca sie w Vo 1 konezaca w Vi .

Musi mie¢ K krawedzi. Kazda krawedz przechodzi o jedna
warstwe w dol 1 > 0 wierzchotkéw w prawo.

- Reprezentuje strategie czysta.

K + 1 — liczba warstw w
grafie

N + 1 — liczba
wierzcholkéw w jednej
warstwie

Vii — i. wierzcholek w k.
warstwie (0 <k <K,0<
I <N)




Sciezka kanoniczna

Strategie prosta mozna K — liczba pél

reprezentowac jako Sciezke K + 1 —liczba warstw w
kanoniczna. grafie
P4 N — liczba jednostek

- Wezmy dowolna, strategie prosta x.

<

gracza
. _vk o N + 1 — liczba
Niech S = 2i=1 %i. wierzcholkéw w jednej
: : , : arstwie
- Niech i. krawedz prowadzi do WEESEIE
wierzchotka V.. 4 % Y 34 Vi — i. wierzcholek w k.
L. _ . warstwie (0 <k <K, 0 <
- Sciezka jest kanoniczna )
* Sk+1 = Sk, wiec krawedzie ida w N . .
prawo Xy — liczba jednostek
. S, =YK % = N, wiec ostatni postawionych na polu k
— 4Li=1"1 — Yo

wierzcholek to Vi y




Sciezka kanoniczna

Sciezka kanoniczna reprezentuje
strategie czysta.

- Wezmy dowolna sciezke
kanoniczna. Sciezka przechodzi
Przez V0’0, Vl,Sl? oo VK,SK'

- Sciezka jest kanoniczna, wiec 0 <
51SSZS SSKzN

° Niech 5C\k = Sk - Sk—l'

- X jest strategia czysta
reprezentowanag przez Sciezke
koniczna.

- X jest poprawnag strategia, poniewaz
25:(=155i = Z?:]_ Sk - Sk_l - SK =N

<

K — liczba pél
K + 1 — liczba warstw w
grafie

N — liczba jednostek
gracza

N + 1 — liczba
wierzcholkéw w jednej
warstwie

Vii — i. wierzcholek w k.
warstwie (0 <k <K, 0 <
)

Xy — liczba jednostek
postawionych na polu k




Przeplyw kanoniczny

- Dowolny przeplyw o zrédle w Vg o, ujsciu w Vi y 1
wartosci 1.

Mozna (1 bedziemy) go traktowac jako zlozenie wielu Sciezek
kanonicznych z wagami.

- Reprezentuje strategie mieszana.

K + 1 — liczba warstw w
grafie

N + 1 — liczba
wierzcholkéw w jedne;j
warstwie

Vii — 1. wierzcholek w k.
warstwie (0 <k <K,0<
i <N)




Przeplyw kanoniczny

Strategie mieszang mozna K + 1 —liczba warstw w
' grafie

reprezentowac jako przeplyw

kanoniczny. Va1 Tesh
— 11CZDa

wierzcholkéw w jednej
warstwie

- Strategie prosta reprezentujemy
jako przeplyw po Sciezce
kanonicznej o wartosci 1.

- Strategie mieszana reprezentujemy 0.3
jako wazona sume przeplywow '
reprezentujacych strategie proste. ¥ 4

Jezell strategia ma o
prawdopodobienstwo p to wartos¢ jej
przeplywu mnozymy przez p.

. Przeplywy w Vo0, Vi n sumuja sie
do 1, poniewaz
prawdopodoblenstwa strategii
czystych sumuja sie do 1.




Przeplyw kanoniczny

Przeplyw kanoniczny reprezentuje klase strategii
mieszanych. :
0 31

- Jezell dwie strategie sa reprezentowane przez taki sam
przeplyw kanoniczny, to dla kazdego pola maja taki sam
rozklad prawdopodobienstwa liczby jednostek.

- Jezell dwie strategie na kazdym polu majq takie same
rozklady liczby jednostek, to sa nierozréznialne podczas
liczenia wyniku.

- Np. nierozroznialne sa strategie
[1/, % (1,0,1,0),1/, x (0,1,0,1)]
[/, % (1,0,0,1), 1/, x (0,1,1,0)]



Przeplyw kanoniczny

- Wybieramy krawedz e o najmniejszym przeplywie f.

- Wybieramy Sciezke s po krawedziach z przeplywu,
zawlerajaca krawedz e.

- Zmniejszamy o f wartosci na krawedziach z s.

Otrzymujemy nowy przepltyw o wartosci 1 — f 1 mniejsze]j liczbie
krawedzi.

- Do strategii mieszanej dodajemy strategie
reprezentowana przez s z prawdopodobienstwem p.

- Powtarzamy, az wyzerujemy przeplyw.




Program liniowy

- Wymagamy by przeplywy byly
nieujemne.
Dla0<k<K,0<i<j<A
Frij=0

- Sprawdzamy przeplyw w
wierzchotku V.

A
z FO,O,j - 1
j=0

- Sprawdzamy przeplywy w
plerwsze] warstwie.
Dla0 << A:

A
Z FO,l,j - O
j=1

ya
o<
z

K — liczba pél
K + 1 — liczba warstw w
grafie

A — liczba jednostek
gracza A

A+ 1 —liczba
wierzcholkow w jednej
warstwie

Vii — i. wierzcholek w k.
warstwie (0 <k <K,0<
I <N)

Fy;j — wartosc
przeplywu na krawedzi
Vii = Vit




Program liniowy

- Sprawdzamy przeplywy w
srodkowych warstwach
D1a1<k<K—1 O<l<A

Z:Fk 1il = ZFkl]

- Sprawdzamy przeplywy w
w1erzcholku Vi n-

ZFK 1ja=1

- Co ze sprawdzeniem ostatniej
warstwy?

Niepotrzebne. ZagwarantowaliSmy, ze
1 tak nic nie moze tam doplynag.

K — liczba pél
K + 1 — liczba warstw w
grafie

A — liczba jednostek
gracza A

A+ 1 —liczba
wierzcholkow w jednej
warstwie

Vii — i. wierzcholek w k.
warstwie (0 <k <K,0<
I <N)

Fy;j — wartosc
przeplywu na krawedzi
Vii = Vis1,j




Wynik strategii
- SprawdziliSmy, ze strategia gracza A jest poprawna.

- Potrzebujemy zagwarantowac, ze niezaleznie od strategii gracza B, gracz A
dostanie odpowiednio duzy wynik.




Kontrowanie strategn

- Gracz B zna strategie gracza A 1 stara sie zmaksymalizowacé¢ swoj wynik.

- Wystarczy, ze gracz B korzysta ze strategii czystej.

- Zal6zmy, ze 1stnieje strategia mieszana dla gracza B lepsza od wszystkich strategii
czystych.

- Strategie mieszanag przedstawiamy jako X = [(py, X1), ..., (P, X)) ]
- Niech S; oznacza oczekiwany wynik gracza B przy uzyciu strategii X. Wtedy:

n
Sz = z Di - S
i=1
* Dla pewnego i musi zachodzié
Sg < Sy,

« ZnalezliSémy przynajmniej réwnie dobra strategie czysta.




Kontrowanie strategii

Gracz B zna strategie gracza A. Szukamy strategii czyste]
dla gracza B maksymalizujacej jego wynik.

Uzyjemy programowania dynamicznego.

D,ﬁ ; —oczekiwany wynik z p6l [1, ..., k], jesli tacznie postawimy na
nich i jednostek.

Ustawiamy wartosci poczatkowe:

Wartosci wyliczamy zgodnie z réwnoscia:
B _ B
Dig; = max(Dg_y; + Wii—;)

0<j<i

Wynik gracza B z calej gry to Df 5

K — liczba pél

B — liczba jednostek
gracza B

Wy ; — oczekiwany wynik
gracza B z pola k, jesh

postawl na nim i
jednostek




Program liniowy

- Ustawlamy wartosci poczatkowe
Dla0<i<B
D§; =0

- Ustawilamy pozostate wartosci
Dla0<j<i<B
Dj; = Di_qj+ Wy

- Wyciagamy wynik
Dg,B S —Uu

K — liczba pél

B — liczba jednostek
gracza B

Wy ; — oczekiwany wynik
gracza B z pola k, jesh
postawl na nim i
jednostek

u — oczekiwany wynik
gracza A




Program liniowy

- Wynik z pola zalezy od strategii gracza A, wiec musimy je K — liczba pol
policzy¢ w programie.

' A — liczba jednostek
Dla0<k<K,0<i<B

gracza A

A
Wf’i = z P‘,‘:'l . U,f (i, D) B — liczba jednostek
=0 gracza B
- Potrzebujemy rowniez wyliczy¢ P‘,i, P ; — prawdopodobienstwo,
Dla0<j<i<B ze gracz A postawi j
- T T A—j jednostek na polu k.
Pﬁj=sz—1ii+j W : :
, 4 ki — oczekiwany wynik
i=0

gracza B z pola k, jesh
postawil na nim i jednostek

UE(i,1) — wynik gracza B z
pola k, jesli A ustawi tam [
jednostek, a B ustawi i




Z10zonos¢

- Liacznie wykorzystaliSmy
» O(N?K) zmiennych
- O(N?K) nieréwnoéci




Wyniki




Wydajnosc

K | A | B | Constraints | Running Time
10 | 20 | 20 3595 0m3.575s
10 | 20 | 25 4855 0m3.993s
10 | 20 | 30 6365 0m6.695s
10 | 25 | 25 5295 0m&.245s
10 | 25 | 30 6805 0m?7.502s
10 | 30 | 30 7320 0m30.955s
15 | 20 | 20 5065 0m14.965s
15| 20 | 25 6950 Om11.842s
15 | 20 | 30 9210 0m24.196s
15 | 25 | 25 7440 0m46.165s
15 | 25 | 30 9700 O0m31.714s
15 | 30 | 30 10265 2m?20.776s
20 | 20 | 20 6535 0m46.282s
20 | 20 | 25 9045 0m35.758s
20 | 20 | 30 12055 0m38.507s
20 | 25 | 25 9585 1m38.367s
20 | 25 | 30 12595 0mb51.795s
20 | 30 | 30 13210 9m13.288s




Wyniki graczy

- K = 6 pdl bitwy

=3
™

- B =10 jednostek gracza B

- x wynik gracza A © T

- y przewaga gracza A (A — B) © —
ﬁ-{ —
C\] —
() —




Wyniki graczy

- K = 6 pdl bitwy

=3
™

- B=1..10 jednostek gracza B
o0 -

- x wynik gracza A

- y przewaga gracza A (A — B) © —
ﬁ-( —
C\] —
o -




Wyniki graczy

- K=4,6..10 pol bitwy

=
™

- B=1..10 jednostek gracza B
o0 —

- x wynik gracza A

- y przewaga gracza A (A — B) © -
ﬂ# p—
N = ///
O -
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