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Multiwinner voting

C=A{ci,...,cm} — zbiér kandydatéw
N ={1,...,n} — zbiér wyborcéw

A; C C — zbidr akceptowalnych kandydatéw dla wyborcy /

=;C A; x A; — relacja preferencji i-tego wyborcy nad jego
akceptowalnymi kandydatami

® P=(>1,...,2n) — profil preferencji
e dla A, B C C powiemy, ze A =; B, jedli zachodzi a =; b dla kazdych
acAibeB

e dla c € Aj niech rank(i,c) = |{c’ € C: ¢ »; c}| + 1 oznacza range
kandydata ¢ dla wyborcy i, przy czym nieakceptowalni kandydaci
maja range 400

k — rozmiar wybieranego komitetu
W C C jest osiagalny, jesli [W/| < k
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Modele preferencji

Definition (Strict preferences)

Jesli =; jest porzadkiem liniowym nad zbiorem A;, to méwimy, ze wyborca
i ma ostre preferencje. Innymi stowy, nie ma remiséw pomiedzy
akceptowalnymi kandydatami.
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Modele preferencji

Definition (Strict preferences)

Jesli =; jest porzadkiem liniowym nad zbiorem A;, to méwimy, ze wyborca
i ma ostre preferencje. Innymi stowy, nie ma remiséw pomiedzy
akceptowalnymi kandydatami.

Definition (Approval preferences)

Jesli wyborca i nie ma preferencji wzgledem akceptowalnych kandydatéw
(wszystkich lubi tak samo), to méwimy, ze ma on zgodne preferencje.
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Modele preferencji

Definition (Strict preferences)

Jesli =; jest porzadkiem liniowym nad zbiorem A;, to méwimy, ze wyborca
i ma ostre preferencje. Innymi stowy, nie ma remiséw pomiedzy
akceptowalnymi kandydatami.

Definition (Approval preferences)

Jesli wyborca i nie ma preferencji wzgledem akceptowalnych kandydatéw
(wszystkich lubi tak samo), to méwimy, ze ma on zgodne preferencje.

Definition (Weak preferences)

W ogblnym przypadku uzywamy pojecia stabych preferencji, jesli nie mamy
do czynienia z zadnymi z powyzszych.

V.
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Przyktad 1

Niech C ={ci,...,c6}, n = 3 oraz dane preferencje:
Q ar-{aagal
Q {o,ca}
Q s -¢c-c3
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Przyktad 1

Niech C = {¢c1,...,¢}, n = 3 oraz dane preferencje:
Q ar{a g a}l
Q {o,a}

Q s -¢c-c3

AL ={a,o,a,al, A ={c,a},As={a,a,c}
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Przyktad 1

Niech C = {¢c1,...,¢}, n = 3 oraz dane preferencje:
Q ar{a g a}l
Q {o,a}

Q s -¢c-c3

AL ={a, e, a,al, A ={c, al,As = {a,a,cs}
rank(1,c1) = 1, rank(1, o) = rank(1, c3) = rank(1,c) = 2,. ..
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Proporcjonalnos¢ dla ostrych preferenc;i

Definition (Solid coalition)

Dla ostrego profilu preferencji, podzbiér wyborcéw N’ C N tworzy solidng
koalicje nad zbiorem kandydatéw C’' C C, jedli C’' =; C\C’ dla kazdego
ieN.
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Proporcjonalnos¢ dla ostrych preferenc;i

Definition (Solid coalition)

Dla ostrego profilu preferencji, podzbiér wyborcéw N’ C N tworzy solidng
koalicje nad zbiorem kandydatéw C’' C C, jedli C’' =; C\C’ dla kazdego
ieN.

Definition (Proportionality for Solid Coalitions)

Dla danej instancji wyboréw z ostrymi preferencjami, osiggalny komitet W
spetnia PSC, jedli dla kazdego zbioru N’ C N tworzacego solidna koalicje
nad C' C C i kazdego / € N takiego, ze [N'| > I{, zachodzi

|C" N W| = min(|C'|, ).
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Przyktad 2

Definition (Solid coalition)

Dla ostrego profilu preferencji, podzbiér wyborcéw N’ C N tworzy solidng
koalicje nad zbiorem kandydatéw C’' C C, jesli C' =; C\C’ dla kazdego
ieN.

Niech C ={a, b, c,d}, n =7 oraz dane preferencje:
a-b>c

b>=c>a

c-arb

a-b>d

b>=c>d

c-a~d

d

000000
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Przyktad 2

Definition (Solid coalition)

Dla ostrego profilu preferencji, podzbiér wyborcéw N’ C N tworzy solidng
koalicje nad zbiorem kandydatéw C’' C C, jesli C' =; C\C’ dla kazdego
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Przyktad 2

Definition (Solid coalition)

Dla ostrego profilu preferencji, podzbiér wyborcéw N’ C N tworzy solidna
koalicje nad zbiorem kandydatéw C’' C C, jesli C' =; C\C’' dla kazdego
ieN.

Niech C ={a, b,c,d}, n =7 oraz dane preferencje:
a-b>c

b>c>a

c=a>=b

a-b>d

b>=c>d

c-a>d

Q d(
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Przyktad 2

Definition (Proportionality for Solid Coalitions)

Dla danej instancji wyboréw z ostrymi preferencjami, osiggalny komitet W
spetnia PSC, jedli dla kazdego zbioru N’ C N tworzacego solidna koalicje
nad C’' C C i kazdego / € N takiego, ze |[N'| > I{, zachodzi

|C" N W| = min(|C'|, ).

Niech C ={a, b,c,d}, n=4, k = 2 oraz dane preferencje:
Q@a-b>c
@ b>-c>a
Q@c-axb

Qd
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Proporcjonalnos$¢ dla zgodnych preferencji

Definition (Cohesive group)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami i liczby naturalnej /, podzbiér
wyborcéw N’ C N tworzy grupe /-cohesive, jesli |[N'| > 12 i |N;cpr Ail > |
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Proporcjonalnos$¢ dla zgodnych preferencji

Definition (Cohesive group)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami i liczby naturalnej /, podzbiér
wyborcéw N’ C N tworzy grupe /-cohesive, jesli |[N'| > 12 i |N;icpr Ail > 1.

Definition (Extended Justified Representation)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiagalny komitet W spetnia
EJR, jesli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive N C N,
istnieje wyborca i € N, tz |A;N W| > .
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Proporcjonalnos$¢ dla zgodnych preferencji

Definition (Cohesive group)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami i liczby naturalnej /, podzbiér
wyborcéw N’ C N tworzy grupe /-cohesive, jesli |[N'| > 12 i |N;icpr Ail > 1.

Definition (Extended Justified Representation)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiagalny komitet W spetnia
EJR, jesli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive N C N,
istnieje wyborca i € N, tz |A;N W| > .

Definition (Proportional Justified Representation)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiagalny komitet W spetnia
PJR, jesli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive N’ C N,
zachodzi |Uf€N' Ai N W| > /.
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Przyktad 3

Definition (EJR & PJR)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiggalny komitet W spetnia:
o EJR, jedli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive
N" C N, istnieje wyborca i € N, tz |[A; N W| > |,

o PJR, jedli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive
N’' C N, zachodzi |U;jcpr Ain W| > 1.

Niech C ={a, b,c,d,e,f}, n=3, k =3 oraz dane preferencje:
Q {a,d,e f}
@ {b,d,e,f}
Q {c,d,e f}

Grzegorz Nowakowski Aksjomaty proporcjonalnosci w gtosowaniu na

7 listopada, 2024 8/16




Przyktad 3

Definition (EJR & PJR)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiggalny komitet W spetnia:
o EJR, jedli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive
N" C N, istnieje wyborca i € N', tz |[A; N W] > I,

o PJR, jedli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive
N’' C N, zachodzi |U;jcpr Ain W| > 1.

Niech C ={a, b,c,d,e,f}, n=3, k =3 oraz dane preferencje:
Q {a,d,e f}

@ {b,d,e,f}

Q {c,d,e f}
Rozwazmy komitet W = {a, b, c}. Czy komitet ten spetnia

e PJR?

e EJR?
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e PJR? v
e EJR?
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Przyktad 3
Definition (EJR & PJR)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiagalny komitet W spetnia:
o EJR, jedli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive
N' C N, istnieje wyborca i € N/, tz |[A; N W/| > |

o PJR, jesli dla kazdej liczby naturalnej / i kazdej grupy /-cohesive
N' C N, zachodzi |U;cpr Ain W| > 1.

Niech C ={a, b,c,d,e,f}, n=3, k = 3 oraz dane preferencje:
Q {a,d,e f}
Q {b,d,e,f}
Q {c,d,e f}
Rozwazmy komitet W = {a, b, c}. Czy komitet ten spetnia
o PIR? v
e EJR? X — grupa {1,2,3} jest 3-cohesive, ale kazdy wyborca ma tylko
jednego reprezentanta w W
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Proporcjonalnos$¢ dla zgodnych preferencji

Definition (Priceability)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, komitet W jest priceable, jesli
istnieje B > 0 i funkcja p; : C — [0, %] tz zachodza ponizsze warunki:
@ c¢ A = pi(c)=0

@ Y.ccpi(c) < B dlakazdego i € N

@ > icnpi(c) =1dla kazdego c € W

@ > icnpi(c) =0 dla kazdego c ¢ W

©® Yicncea (s — Yeecpi(c)) <1 dla kazdego c € C\W

Pare {B, {pi}ien} nazywamy systemem cen dla W.
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Proporcjonalnos$¢ dla zgodnych preferencji

Definition (Priceability)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, komitet W jest priceable, jesli
istnieje B > 0 i funkcja p; : C — [0, %] tz zachodza ponizsze warunki:
@ c¢ A = pi(c)=0

@ Y.ccpi(c) < B dlakazdego i € N

@ > icnpi(c) =1dla kazdego c € W

@ > icnpi(c) =0 dla kazdego c ¢ W

©® Yicncea (s — Yeecpi(c)) <1 dla kazdego c € C\W

Pare {B, {pi}ien} nazywamy systemem cen dla W.

Theorem (Peters and Skowron, 2020)
Kazdy priceable komitet rozmiaru k spetnia PJR.
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Przyktad 4
@ c¢ A = pi(c)=0
@ > .ccpilc) < % dla kazdego i € N
@ > icnypi(c)=1dla kazdego c € W
@ > icnpi(c) =0dla kazdego c ¢ W
@ ZieN:ceA,-(% — Y ec pi(c’)) < 1dla kazdego c € C\W
Niech C = {a, b,c}, n =3 oraz dane preferencje:
o {a}
Q {b}
Q {a b}
Rozwazmy komitet W = {a, b}. Czy jest on priceable?
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Przyktad 4

@ c¢ A = pi(c)=0

@ Ycccpi(c) < B dla kazdego i € N

@ > icnypi(c)=1dla kazdego c € W

@ > cnypi(c) =0dla kazdego c ¢ W

® Yiencen (s — Yoecpi(c) <1 dla kazdego c € C\W
Niech C = {a, b,c}, n =3 oraz dane preferencje:

o {a}

Q {b}

Q {a, b}
Rozwazmy komitet W = {a, b}. Czy jest on priceable? Musimy ustali¢
B =7 i zdefiniowa¢ funkcje {pi}icn:

p1
P2
P3
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Przyktad 4
@ c¢ A = pi(c)=0V
@ Ycccpi(c) < B dla kazdego i € N
@ > icnypi(c)=1dla kazdego c € W
@ > cnypi(c) =0dla kazdego c ¢ W v
® Yiencen (s — Yoecpi(c) <1 dla kazdego c € C\W
Niech C = {a, b,c}, n =3 oraz dane preferencje:
o {a}
Q {b}
Q {a, b}
Rozwazmy komitet W = {a, b}. Czy jest on priceable? Musimy ustali¢
B =7 i zdefiniowa¢ funkcje {pi}icn:

alb|c
p1 0|0
p2 |0 0
p3 0
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Przyktad 4
@ c¢ A = pi(c)=0v
@ Ycccpi(c) < B dla kazdego i € N v/
@ > icnpi(c) =1dla kazdego c € W
@ > icnpi(c) =0dla kazdego c ¢ W v
@ Yicncen (B =S oecpi(c)) <1 dla kazdego c € C\W
Niech C = {a, b,c}, n =3 oraz dane preferencje:
o {a}
Q@ {b}
Q {a,b}
Rozwazmy komitet W = {a, b}. Czy jest on priceable? Musimy ustali¢
B =7 i zdefiniowa¢ funkcje {p;}icn:

a b C
p1 | B/3 0 0
o)) 0 B/3 10
ps | 2152 o
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Przyktad 4
@ c¢ A = pi(c)=0V
@ Ycccpi(c) < B dla kazdego i€ N v/
@ > icnpi(c)=1dla kazdego c € W v
@ > icnpi(c) =0dla kazdego c ¢ W v
@ Yicncen (B —Yoecpi(c)) <1dla kazdego c € C\W
Niech C = {a, b,c}, n = 3 oraz dane preferencje:
o {4}
Q@ {b}
Q {a b}
Rozwazmy komitet W = {a, b}. Czy jest on priceable? Musimy ustali¢
B = 2 i zdefiniowaé funkcje {p;}icn:

alb|c
p1 % 010
p2|0]3]0
ps|3]3]0
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Przyktad 4
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Przyktad 4
@ c¢ A = pi(c)=0V
@ Ycccpi(c) < B dla kazdego i€ N v/
@ > icnpi(c)=1dla kazdego c € W v
@ > icnpi(c) =0dla kazdego c ¢ W v
@ Yicncea (B —Yoecpi(c) <1dla kazdego c € C\W v/
Niech C = {a, b, c,d}, n = 3 oraz dane preferencje:
Q {a,d}
Q {b,d}
O {a b, d}
Rozwazmy komitet W = {a, b}. Czy jest on priceable? Musimy ustali¢
B = 3 i zdefiniowaé funkcje {p;}icn:

alblc d
pr|5]0]0 0
p2|0]3]0 0
ps|3]3]0 0
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Proporcjonalnos¢ dla stabych preferenc;ji
Definition (Generalised solid coalition)

Dla estrego profilu preferencji, podzbiér wyborcéw N’ C N tworzy

uogolniona solidng koalicje nad zbiorem kandydatéw C' C C, jedli
C' =; C\C' dla kazdego i € N'.
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Proporcjonalnos¢ dla stabych preferenc;ji
C'(N')={c € C:istnieja i € N', ¢’ € C' takie, ze ¢ =; ¢}

Definition (Generalised PSC)

Dla danej instancji wyboréw ze stabymi preferencjami, osiagalny komitet
W spetnia uogélnione PSC, jesli dla kazdego zbioru N’ C N tworzacego
uogdlniona solidna koalicje nad C’ C C i kazdego | € N takiego, ze

IN'| > 12, zachodzi [C'(N') N W| > min(|C’|, ).
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Proporcjonalnos¢ dla stabych preferenc;ji
C'(N')={c € C:istnieja i € N', ¢’ € C' takie, ze ¢ =; ¢}

Definition (Generalised PSC)

Dla danej instancji wyboréw ze stabymi preferencjami, osiagalny komitet
W spetnia uogélnione PSC, jesli dla kazdego zbioru N’ C N tworzacego
uogdlniona solidna koalicje nad C’ C C i kazdego | € N takiego, ze

IN'| > 12, zachodzi [C'(N') N W| > min(|C’|, ).

Definition (Inclusion PSC)

Dla danej instancji wyboréw ze stabymi preferencjami, osiagalny komitet
W spetnia IPSC, jesli dla kazdego zbioru N/ C N tworzacego uogdblniong
solidng koalicje nad C' C C i kazdego | € N takiego, ze |N'| > I7,
zachodzi C" C W lub |[C/(N')n W[ > I.

Grzegorz Nowakowski Aksjomaty proporcjonalnosci w gtosowaniu na 7 listopada, 2024 11/16



Proporcjonalnos¢ dla stabych preferenc;ji
C'(N')={c € C:istnieja i € N', ¢’ € C' takie, ze ¢ =; ¢}

Definition (Generalised PSC)

Dla danej instancji wyboréw ze stabymi preferencjami, osiagalny komitet
W spetnia uogélnione PSC, jesli dla kazdego zbioru N’ C N tworzacego
uogdlniona solidna koalicje nad C’ C C i kazdego | € N takiego, ze

|N'| > 1%, zachodzi [C'(N') N W| > min(|C'|, /).

Definition (Inclusion PSC)

Dla danej instancji wyboréw ze stabymi preferencjami, osiagalny komitet
W spetnia IPSC, jesli dla kazdego zbioru N/ C N tworzacego uogdblniong
solidng koalicje nad C' C C i kazdego / € N takiego, ze |[N'| > /7,
zachodzi C' C W lub |C'(N YN W| > I.

Fakt

Dla ostrych preferencji, uogélnione PSC oraz IPSC s3 réwnowazne PSC.

= ——— - = (o}
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V.




Przyktad 5

Niech C = {ci,...,c}, n =3, k = 6 oraz dane preferencje:
QO ar{aaal-ca-c
Q@ > {c,cs,6} = cg=cr
Q@ c-c>0
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Przyktad 5

Niech C = {ci,...,c}, n =3, k = 6 oraz dane preferencje:
QO ar{aaal-ca-c
Q@ > {c,cs,6} = cg=cr
Q@ c-c>0

Rozwazmy komitet W = {c1, 3, ¢5, ¢7, c5, Co }-
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Przyktad 5

Niech C = {ci,...,c}, n =3, k = 6 oraz dane preferencje:
QO ar{aaal-ca-c
Q@ > {c,cs,6} = cg=cr
Q@ c-c>0

Rozwazmy komitet W = {c1, 3, ¢5, ¢7, c5, Co }-

Spetnia on uogdlnione PSC, ale nie spetnia IPSC.
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PJR i EJR raz jeszcze

Definition (PJR+)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiagalny komitet W spetnia
IPSC (PJR+) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje kandydat ¢ € C\ W,
grupa wyborcéw N’ C N i | € N, gdzie |N'| > |1 takie, ze ¢ € Niepr Ai i
Usew AN W] < 1.
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PJR i EJR raz jeszcze

Definition (PJR+)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiagalny komitet W spetnia
IPSC (PJR+) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje kandydat ¢ € C\ W,
grupa wyborcéw N’ C N i | € N, gdzie |N'| > |1 takie, ze ¢ € Niepr Ai i
|UiEN’ A,' N W| < /

Definition (EJR+)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiggalny komitet W spetnia
EJR+, jesli nie istnieje kandydat ¢ € C\W, grupa wyborcéw N’ C N i

I €N, gdzie |N'| > |7 takie, ze ¢ € Niepr Ai i |[Ai N W| < | dla kazdego
ieN.
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PJR i EJR raz jeszcze

Definition (PJR+)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiagalny komitet W spetnia
IPSC (PJR+) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje kandydat ¢ € C\ W,
grupa wyborcéw N’ C N i | € N, gdzie |N'| > |1 takie, ze ¢ € Niepr Ai i
|UiEN’ A,’ N W| < /

Definition (EJR+)

Dla instancji ze zgodnymi preferencjami, osiggalny komitet W spetnia
EJR+, jesli nie istnieje kandydat ¢ € C\W, grupa wyborcéw N’ C N i

I €N, gdzie |N'| > |7 takie, ze ¢ € Niepr Ai i |[Ai N W| < | dla kazdego
ieN.

Theorem
Jesli W spetnia EJR+, to spetnia tez EJR i PJR+.
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Przyktad 6

Niech C = {ci,...,¢c7}, n =8, k = 4 oraz dane preferencje:

Cq

[}

Co

c7
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Przyktad 6

Niech C = {ci,...,¢c7}, n =8, k = 4 oraz dane preferencje:

Cq

[}

‘ Cz2 Co

‘ C1 Cs5 c7

Rozwazmy komitet W = {c1, &, ¢3, c7}.
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Przyktad 6

Niech C = {ci,...,¢c7}, n =8, k = 4 oraz dane preferencje:

Cq

[}

‘ Cz2 Co

‘ C1 Cs5 c7

Rozwazmy komitet W = {c1, e, ¢3, c7}. Komitet ten spetnia EJR, bo
jedyna 2-cohesive grupa spetnia zatozenia.
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Przyktad 6

Niech C = {ci,...,¢c7}, n =8, k = 4 oraz dane preferencje:

Cq

[}

‘ C1 Cs5 c7

Rozwazmy komitet W = {c1, e, ¢3, c7}. Komitet ten spetnia EJR, bo
jedyna 2-cohesive grupa spetnia zatozenia. EJR+ nie jest spetnione, bo w
grupie wyborcéw {4,5,6,7} o rozmiarze 4 = 2, majacej wspdlnego
kandydata ¢cs ¢ W, kazdy wyborca ma mniej niz 2 swoich kandydatéw w
w.
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Ztozonos¢ obliczeniowa aksjomatow

Jak trudno sprawdzi¢, czy komitet W spetnia ponizsze aksjomaty?

aksjomat | ztozono$é
Priceability
PJR
EJR
PJR+
EJR+
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Ztozonos¢ obliczeniowa aksjomatow

Jak trudno sprawdzi¢, czy komitet W spetnia ponizsze aksjomaty?

aksjomat ztozonosé
Priceability P
PJR coNP-zupetne
EJR coNP-zupetne
PJR+ P
EJR+ P
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Koniec

Dzigkuje za uwage.

=] & = E DA
Grzegorz Nowakowski Aksjomaty proporcjonalnosci w gtosowaniu na



